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Einleitung*. 



Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit ist, die vier- 
gliedrigen continuirlichen Gruppen des Raumes (xyz) 
zu bestimmen. Diese Aufgabe ist ein ganz specieller Teil des 
allgemeineren Problems, alle endlichen continuirlichen Gruppen 
des gewöhnlichen Raumes zu bestimmen, das von Lie bereits 
erledigt ist. Lie, Norwegisches Archiv, Bd. IX, 1884, Theorie 
der Transformationsgruppen; Band III. S. 122 fF. Es ist daher 
höchstens die verschiedene Betrachtungsweise, die die Behand- 
lung der vorliegenden Arbeit rechtfertigt. — Zwei Begriffe 
sind nämlich für die Auffindung von endlichen continuirlichen 
Gruppen wertvoll: die Begriffe der Zusammensetzung und der 
Ähnlichkeit. Denn um alle r-gliedrigen continuirlichen Gruppen 
eines n-lach ausgedehnten Raumes aufzustellen (die Zahl der 
Veränderlichen spielt übrigens keine Rolle bei der Zusammen- 
setzimg), kann man zunächst so verfahren, dass man alle 
wesentlichen Typen von r-gliedrigen Zusammensetzungen be- 
stimmt. Diese Aufgabe führte Lie bereits im Jahre 1874 für 
die Gruppen mit weniger als 7 Parametern vollständig durch. 
Für die viergliedrigen Gruppen ergeben sich vierzehn wesent- 
liche Zusammensetzungen. Lie, Cont. Gruppen, Kap. XX. § 3—5. 
Um nun wirklich die innerhalb jeder Zusammensetzung 
wesentlich verschiedenen Gruppen zu finden, dazu dient 
der Satz von der Ähnlichkeit zweier r-gliedriger Gruppen. 
Lie, Math. Annalen. XXV. 1885. S. 105. „Sollen zwei r-gliedrige 
Gruppen zwischen v Variabein 

B,f . . . B,f, (j, . . . y,) 
B/f. . . B/f, (y/. . .y;) 

vermöge einer Punkttransformation Yx ='^x(Yi • • Vv) ähnlich 
sein, so ist zunächst notwendig, dass beide Gruppen gleich 



zusammengesetzt sind, dass man also die B^'f in solcher Weise 
wählen kann, dass gleichzeitig 

(B„ B,) = i;c.„ B, und (ß,',B;) = I!c^,^ B.' 

wird. Ist diese Forderung erfüllt und bestehen femer die 
Relationen 

Während Bi, B3, . . . B„ nicht durch eine lineare Relation ver- 
knüpft sind, so müssen analoge Relationen 

stattfinden, während auch B/ . . . B^ keine lineare Gleichung 
befriedigen. Endlich dürfen die n(r — n)-Gleichungen ^xi = i^ii 
nicht contradictorisch sein. Diese notwendigen Criterien sind 
gleichzeitig hinreichend." 

„Diesen Satz kann man nun, wenn die Zusammensetz- 
ungen bekannt sind, zum Ausgangspunkt für die Aufsuchung 
der endlichen contin. Gruppen wählen. Es sei z. B. die Gruppe 
vorgelegt Bi, B3, B3 und es mögen die Relationen bestehen: 

(Bi> B») = Bi, (Bi, B3) = 2B2, (Bj, Bj) = B3, B3 = y, Bi + qr», Bj. 

91 und ^3 bezeichnen gewisse Functionen der Variabein Xi . . . x^ ; 
Bi und Bg genügen keiner linearen Relation. Es sind nun 
zwei Fälle denkbar: ^i und fg sind entweder unabhängig von 
einander oder sie sind durch eine Relation verknüpft. Nehmen 
wir an, dass ^3 = ^(^1) ist, so ist die Function ü vollständig 
bestimmt. Wir erhalten nämlich die Gleichungen: 

(B„ B3) = Bi qpi . Bi 4- Bj 9)3 . B2 -+- ^jBi = 2B3, 

(Bj, B3) = B3 qpi . Bi + BaT^j . Ba — qrjBi = B3 = qriBi + t^sBj, 

aus denen folgt: 

Biyi+<3ra = 0> Bi^a = 2, 8,^1 = 2711, B,qPa = <3rj, 

oder wenn wir ^3 = ^(^1) einsetzen und B^^i, B3^i wegschaffen: 
Also hat ß die Form 
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Hieraus folgt, dass alle dreigliedrige Gruppen eines n-fach 
ausgedehnten Raumes, welche den oben gemachten Voraus- 
setzungen genügen, ähnlich sind." — Unter allen diesen ähn- 
lichen Gruppen ist nun eine durch eine besonders einfache 
Form ausgezeichnet, die wir als Repräsentantin aller dieser 
ähnlichen Gruppen betrachten können. Diese Gruppe erhalten 
wir, wenn wir gewisse passend gewählte Functionen, die aber 
stets unabhängig von . einander sein müssen, als neue Ver- 
änderliche einführen. — Gemäss der Einteilung der Gruppen 
in integrable Gruppen mit oder ohne dreigliedrige Involutions- 
gruppen und in nicht integrable Gruppen haben wir 3 Ab- 
schnitte: 

1. Bestimmung aller integrablen viergliedrigen Gruppen 
in drei Veränderlichen mit dreigliedriger Involutions- 
gruppe. 

2. Bestimmung aller integrablen viergliedrigen Gruppen 
in drei Veränderlichen ohne dreigliedrige Involutions- 
gruppe. 

3. Bestimmung aller nicht integrablen viergliedrigen Grup- 
pen in drei Veränderlichen. 



1. Abschnitt. 



Bestimmung aller integrabeln viergliedrigen Gruppen in 
drei Veränderlichen mit dreigliedriger Involutionsgruppe. 

I. (XiX,) = 0, (XiX3) = 0, (X,X8) = 0, (XiX^ = «Xif, (X,X,)^ßX,{, 

(X,X,) = yX,f,a^ß^y. 

A. ^jXif+^aXaf 4-^3X3f + 0, ^j = ^. (xyz) 

d. h. die drei infinitesimalen Transformationen Xjf, X^f, Xgf, 
die eine dreigliedrige invariante Untergruppe bilden, seien 
durch keine lineare Relation verbunden; da jedoch zwischen 
vier infinitesimalen Transformationen des Raumes (xyz) Xjf, 
Xgf, Xgf, X4f stets eine Gleichung 

AiXif+A2X3f+;i3X3f4-A4X4f=0 

identisch besteht für alle Werte von x, y, z und f, so muss 

X^f= (jPiXif 4- (jTsXgf 4- (f^X^f 

sein. Bilden wir die Klammerausdrücke (Xj X4) = aXif . . . 
so kommt: 

(Xi X4) ^ Xi qr, Xi f + Xi (jTaXjf 4- g^^ (Xi X^) 4- Xi y3X3f 4- g>z (X^ X3) = «Xi f, 
(Xj X4) ^ Xj T"! X, f — y , (X, Xy) 4- X2 7*2 X j f 4- X2 qp3 X3 f 4- qrs (Xj X3) = /S Xa f, 
(X3 X4) ^ X3 7^1 Xi f -- qpi (X, X3) 4- X3 ^2 Xa f — 7"2 (X3 X3) H- X3 (jTs ^8 f = y ^3 f • 

Berücksichtigen wir obige Zusammensetzung und dass 
nach A. keine lineare Relation zwischen Xif, Xgf, Xgf besteht, 
so erhalten wir für die Xj^^ (i, x = l, 2, 3) die Werte: 

X, qPi = «, Xi q^2 = 0, Xi (jr3 = 0, 
X29^i = 0, X2(f2 = ß, XaqP3 = 0, 
Xs (jTi = 0, X3 9)2 = 0, X3 <jr3 = y . 

Zunächst setzen wir noch voraus, dass keine der Zahlen 
a, /5, y verschwinde. 
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Dass dann die Functionen (p^ (xyz), (p^ (xyz), ^3 (xyz) 
durch keine Relation verbunden sind, können wir leicht ein- 
sehen. Gesetzt, es sei 

•ß (<ri> ^, n) =» 
dann müsste auch sein: 

Durch Ausführung erhalten wir drei homogene lineare 
Gleichungen in ß^i, ß^g, i2^3, es muss demnach, da die parti- 
ellen Ableitungen von Q nach ^j, f>2» ^3 nicht sämtlich Null 
sein können, die Determinante 



J = 



a 











ß 











Y 



=^aßy 



verschwinden, was im Widerspruch mit unserer Voraussetzung 
ist. ^1, ^3, ^3, sind also unabhängig von einander, wir können 
deshalb <pi als Xj, ^3 als Yu 9z ^^s z^ einführen. Durch Aus- 
führung dieser Operation wird 



also: 



Xif = Xiqri^-*-Xjqr8g;^ + X,73^, 1 = 1, 2, 3. 



Xif=«pi, X2f=/Jqi, X8f = yri, X4f=«XiPi + /Syiq, + yziTi. 

Anstatt 

Xif=ap, X2f=/Jq, X,f=yr 

können wir als neue Xj'f einführen 

X/f=p = i/«Xif, X2'f=q = i//SX,f, X3'f = r = i/yXaf, 

sodass unsre Gruppe schliesslich die Form erhält 



p, q, r, axp + /9yq-f-yzr. 



B. ^1 Xi f 4- ^jXjf =t= 0, Xsf ^qpjXjf + qpjXjf. 

Die Klammerrelationen (XiX3) = (X3X3) = liefern unter 
Berücksichtigung von 

^iX,f + ^3Xaf + 
folgende Werte: 

Xi 7>i = 0, Xj qpj = 0, 

X3 (jT'i = 0, Xj qpj = 0. 
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Zunächst ist klar, dass fi u. ^3 nicht beide const. sein 
dürfen, denn sonst wäre ja 

d.h. die vier infinitesimalen Tranformationen Xjf wären nicht 
unabhängig von einander. 

a) Nehmen wir daher an, dass sie beide nicht const. 
sind; dann muss aber 

sein, da Xif=0, X2f=0 nur eine gemeinsame Lösung haben. 
Wir führen ^1 als neues Zi ein, während wir Xj u. yi so be- 
stimmen können, dass 

Xjx, = 1, Xiyi=0, 
XjXi = 0, X,y, = l 

wird. Xi, yi, Zj sind sicher unabhängig von einander. Bei 
Einführung dieser Veränderlichen erhält man 

Xif=p, Xaf=q, X3f=zp4-\«'(z)q. 

a^) X^f sei zunächst durch keine lineare Relation mit 
Xjf u. Xjf verbunden, sondern habe die allgemeine Form 

^4^=1? -h*iq + Cr, wo C 4= 0. 
Die Klammerrelationen liefern: 

(X, X4) = l^p 4- ^^q + Cj^r = «p, 

(X,X4) = lyP 4- >7y q 4- Cyr = /Jq, 

(X3X4) = (z^, 4- ^ly -0 P + (zVx + ^«/y - M q 4- (zC^ 4- ^Cy) r = 

y(zp4-^(z)q). 
Hieraus folgt: 

| = «X4-{(Z), tj = ßj + fi(z\ C=(«— y)z, |/; = XZ*'"^ 

und dementsprechend haben unsre infinitesimalen Transforma- 
tionen die Form: 

ß-r 
p, q, zp 4- xz""^q, («x 4- |(z)) p 4- (/3y 4- 17 (z)) q 4- (a—y)zr. 

Die hier auftretenden willkürlichen Funktionen von z 
können wir durch folgende Variabeinänderung beseitigen: 

Xi=x4-e(z)j yi = y + <^(z), zi = z, 
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wobei f){±) u. ö'(z) durch die Differentialgleichungen 

|(z) 4- (« — y) z^' — «^ = 0, 

jy (z) 4- (« — y) z ff' ~ jS ff = 

bestimmt sind. Bei Benutzung der so bis auf Constanten be- 
stimmten Xj, Yi, Zj, erhält man 

tu 

p, q, zp4-xz"'"^q, «xp + /Syq-f (« ~ y) zr. 

Es fragt sich, ob sich x, wenn es nicht Null ist, speziali- 
sieren lässt. Ist x = 0, so haben wir den Typus 



p, q, zp, axp + /Jyq4-(« — y)zr. 



Ist X + 0, SO führen wir neue Veränderliche ein 

xi==--x, yi=y, zi = cz. 
Xjf, Xgf, X4f bewahren dabei ihre Form, während Xgf in 

ß-r 

XI £ Zj XZ| 

Q a-r 

übergeht. Bestimmen wir die Constante c so, dass 

ß-Y 

c"~^ : c = X 
wird, so nimmt unsre Gruppe die Form an 



ß-r 
p, q, zp 4- z""^ q, «xp -h /Sy q + («— y) zr. 



a^) Die Annahme 

X4f = ^1 Xi f -f- i/jXj f 
führt vermöge der Klammerrelationen zu der Forderung 

was aber wider die Voraussetzung ist. 

ß) Da die Indices 1 und 2 gleichberechtigt sind, so 
brauchen wir in dem Falle, dass eine der Grössen fi, f^ ^^^' 
staut ist, nur die eine Möglichkeit, etwa f>i = const. zu berück- 
sichtigen. Wir setzen also: 

q>i = const., (f>^ =t= const. 
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Analog wie in Fall a) erhalten wir durch Einführung 
neuer Veränderlicher 

Xif==p, Xgfssq, Xsf =const. pH- zq 

oder einfacher 

Xif=p, Xjf=q, X8f=zq. 

X4f hat auch hier die Form 

X,f = |p+,?q + Cr, C + 0. 

Die Klammerrelationen liefern 

(XiX4) = |^p + ly^q 4- f3,r = «p. 
(X2X4) = lyP + J7y q -f- Cyr = /Jq. 
(X3X4) = z|yp-h(zj7y— t)q-i-zryr = yzq, 

also: 

| = «x + |(z), fi = ßj^ff{z\ C = (/J— y)z. 

X,f= («x+ |(z))p + (/Sy + ^(z))q + {ß-y)zr, 

Führen wir neue Veränderliche ein 

X, =x+(>(z), y, =y+cy(z), Zj = z, 

wobei p(z) u. a{z) durch die DiflFgleichungen 

|(z) + (^— y)z^'— «^ = 0, v(z)H-(/9— y)za' — /9cr = 

bestimmt sind, so erhält unsre Gruppe die Form 

p, q, zq, «xp + )Jyq + (/3— /)zr. 

Diese Gruppe ist aber nicht wesentlich verschieden von 
der Gruppe des Falles Ba 

p, q, zp, axp-|-/Syq + (a— y)zr. 

C. X3f=^.X|f, X3f=0'.Xif, X4=|=T.Xjf. 

Die Klammerausdrücke (X^ X3) = (Xi Xg) = (X3 X3) = 

liefern 

Xj ^ = 0, Xi (7 = 0. 

p und (T dürfen keine Constanten sein, weil sonst Xgf u. Xgf 
nicht unabhängig von X^f wären. Wir nehmen zunächst an, 
dass jo u. <T durch keine Eelation gebunden sind, d. h, p u. <t 
sind die beiden Lösungen der Gleichung Xif=0. Sei also: 
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Wir können p als Xi, <t als yi benutzen und Zj so be- 
stimmen, dassXiZi = l wird. Da Xj, yi, Zj von einander unab- 
hängig sind, können wir sie als neue Veränderliche einführen. 
Es kommt 

Xif=r, Xaf=xr, X3f=yr. 
X4f hat nach unsrer Annahme die Form 

wobei f u. jy nicht beide Null sind. 
Die Klammerrelationen liefern 

| = (a— ^)x, ^ = (« — y)y, C = «z4-C(xy). 

X^f = («-/9)xp + («-y)yq -4- («z + C(xy))r. 

Bei Einführung der neuen Veränderlichen 
xi = x, y, =y, Zi = z + Z(xy), 
erhält unsre Gruppe die Form 

Tu XiTi, yiTi, («— /9)xiPi + (« — y)yiqi + «Ziri, 

wenn wir die Function Z (xy) so bestimmen, dass 

(«-/9)xZ^' + («-y)yZy'-«Z(xy) + C(xy) = 

wird. Vertauschen wir noch z mit x, so nimmt unsre Gruppe 
die Form an: 



p, zp, yp, «xp + (ff — y)yq + (a— /9)zr. 



ß) Es sei 

p ist sicher nicht constant; wir benutzen es als Xi, die zweite 
von p unabhängige Lösung der Gleichung Xjf = benutzen wir 
als yi, Zj dagegen können wir so bestimmen, dass Xj z^ = 1 wird. 
Durch Einführung dieser neuen Veränderlichen kommt 

Xif = r, X3f = xr, X3f=<f(x)r. 

Für die Function f>(x) und 

X4f = |p4-»;q + Cr 
geben die Klammerrelationen 
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(X1X4) = |j,p 4- »/j^q + Cj^r == «r. 

(X9X4) = x|j^p + XJ7^q + (xf^— £)r = ^xr. 

(X3X4) = qnl^p 4- (jr^y^q -+- (<jpCz— ly')r = y y (x)r. 

Wir erhalten hieraus 

a—Y 

| = («— /?)x, J7 = j7(xy), C=«z4-C(xy), qp = xx''~'^. 

Die vier infin. Transformationen lauten zunächst 

a—y • 

r, xr, x.x''~^r, (a— /S)xpH- J7(xy) q4- («z + t(xy))r. 

An Stelle X3f=x.x*'~^r benutzen wir 

g-y 
X3'f=i/xX3f=x«-^r. 

Führen wir neue Veränderliche ein 

Xi=x, yi=Y(xy), Zi=z+Z(xy), 

wobei die Functionen T(xy) u. Z(xy) so bestimmt sind, dass: 

(«-/9)x|| + i7|| + «Z(xy)+f(xy)=0 

wird, so erhält unsre Gruppe die Form 

a-Y 

r, xr, x**""^r, (« — /9)xp-h«zr. 

Vertauschen wir x mit z und sodann z mit y, so hat die Gruppe 
die Form 





«-r 




p> yp> 


y P) 


«xp + (ff— /S)yq. 



Wir haben somit nur eine viergliedrige Gruppe der Ebene (xy) 
erhalten. 

y) 'K.^i= ^ . Xi f, Xjf = er . Xj f, X^f = t . Xj f. 
Die Rechnungen führen zu der Forderung 

was jedoch wider die Voraussetzung ist. 
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Wir haben bis jetzt immer vorausgesetzt, dass keine der 
Zahlen a, ß, y verschwinde. Die Fälle, dass eine der Zahlen 
«> ßi T verschwindet, sind besonders hervorzuheben, da dann 
die erste derivierte Gruppe nur zweigliedrig ist. In Bezug auf 
die Resultate können wir aber einfach die bis jetzt aufgestellten 
Gruppen benutzen, indem wir darin a resp. ß resp. y gleich 
Null setzen. 

IL (XiX,) = 0, (XjX3) = 0, (X,X3)==0, (XiX,) = «Xif, (X,X,) = /jX2f, 

(X3X,) = X3f + )JX,f, a + /J. 

A. ^iXifH-^jXjf + ^aXsf + 0, ^i = ^j(xyz). 

Wir können Xjf, Xgf, Xgf als in folgender Form vor- 
liegend annehmen: 

Xif=p, X,fr=q, X8f = r. 
Für 

X4f=fp + i7q-l-Cr 

ergeben die Klammerrelationen 

l = «3t + ai, j7 = /Jy + z4-ft, C = i5z + /S3. 
X^f = («X + «i) p H- OJy + z 4- ft) q 4- OSz -f- A) r. 

Hierbei sind aj, ß^^ ß^ unwesentlich, wir benutzen als 
neues X4'f 

X/f =X4f — «iXif — /»iXaf — ftXjf = «xp + (/?y-f- z)q + /Szr. 

Unsre Gruppe hat also die Form 



p, q, r, axp-+-(/?y+z)q + /9zr. 



B. ^iXif-h/UjXjf =t= 0, Xjf = (3riXif + <jPjXjf. 
Nun können wir setzen 

Xif=p, X3f=q» 

Für 

X8f=|p + iyq 

liefern die Klammerrelationen 
d. h. f u. jy sind frei von x u. y. 
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a) Da f u. jy nicht beide zugleich constant sein können, 
weil sonst Xgf nicht unabhängig wäre von Xif u. Xgf, so 
wollen wir zunächst annehmen 

Wir haben also: 

Xif=p, X,f = q, X3f=f(z)p4-»7(z)q. 

aj X4f sei durch keine lineare Relation mit Xif u. Xgf 
verbunden, sondern möge die allgemeine Form 

X4f=ftp + '7iq+Cir, Ci +0 

haben. Die Funktion f(z) in Xgf führen wir als neues Zj ein, 
rj{z) möge dabei etwa in ^(zj) übergehen, also 

X8f=zp + 5(z)q. 

Für die Function ^(z) u. für X4f ergeben die Klammerrela- 
tionen 

5 = -^^^, li=«xH-|i(z), »7i=/Sy-t-»7i(z), Ci=(«~/S)z. 

Unsre Gruppe hat also zunächst die Form 

X,f=p, X2f=q, X3f = zp + -^^q, 

X4f = («X + |,)P + {ßj -f- ^/i) q + («— /J)zr. 

Die Konstante x ist unwesentlich, wir benutzen als 
neues Xg'f 

X,'f = X3f--i^X,f=zp4-^q. 

Femer können wir durch Einführung neuer Veränderlicher 

X, =x + ^(z), yi=y4-<j(z), z, =lgz, 

t 

wobei f}{z) u. ö-(z) durch die Differentialgleichungen 

|,(z) + («— /J)ze' — «^ = 0, >7i(z) + («— /?)zo' — /Sff = 

bestimmt sind, unsre Gruppe auf die Form bringen 



p, q, e^'p-f-r q, «xp + /Syq 4- («—/») r. 

p €C 
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a^) Die Annahme 

führt zu der Forderung 

a = ß 

und das ist gegen unsre Voraussetzung. 

ß) Es sei 

I = const., ti = tj(z) + confit. 

Hier haben wir zunächst 

Xif = p, X2f=q, Xsf = const. p H- iy(z)q 

oder, wenn man y}(z) als neues Zi einführt, einfacher 

Xif=P» X,f=q, X3f=zq. 

Die Annahme 

X4f=lip4-viq 

liefert den Widerspruch 1=0, es ist also zu setzen 

X4f=lip4->7iq+Cir, Ci +0. 

Die Klammerausdrücke liefern die Werte 

I, = «x + |(z), m = ßj'hv(2.\ Ci= — 1. 

X^f =(«x 4- Dp + (^y + ^) q- r. 

Durch eine passende Transformation lassen sich die arbi- 
trären Functionen $(z) u. 3y(z) entfernen, und die Gruppe 
erhält die Form 



p, q, zq, «xp4-iSyq— r. 



C. Xj f = Q . Xj f. 

«) X2 f = ^ . Xi f , X3 f + ö" . Xj f . 

Wir können setzen 

Xif=r, Xjf = xr, Xjf=q« 

aj X^f sei durch keine lineare Relation mit Xjf u. Xgf 
verbunden, sondern habe die allgemeine Form 

X4f=|p-4-vq4-Cr, 1 + 0. 

Die Klammerrelationen lauten 

(Xi X4) = {,p + ,^q + f,r = or. 

(X,X4) = xj^p + x,,q 4- (xf,-{)r = /lir. 

(XjXi) = 5yp + i/y q + fyr = xr + /Sq. 
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also 

| = (a— /9)x, »/=/Jy-+->7(x), C = az + xy4-C(x). 
XJ=(a—ß) xp 4- (/9y H- i?(x))q + («z 4- xy + CW) r. 

Bei Einführung der neuen Veränderlichen 

Xi=x, y,=y + Y(x), Zi = z + Z(x), 

WO Y(x) u. Z(x) durch die Differentialgleichungen 

,(x) + («-ÄxY^'-/9Y(x)==0, C(x) + («-/J)xZ,'-ßZ(x)-xY(x) = 

bestimmt sind, nimmt die Gruppe, wenn man schliesslich noch 
z mit X vertauscht, die Form an 



p, zp, q, (ax4-yz)p+/Jyq4-(a— /9)zr. 



a,,) Die Annahme 

X4f=»/q4-Cr 

würde zu der Forderung 

tt = ß 

führen; ist also auszuschliessen. 

ß) X2f=^.Xif, Xsfsstr.Xjf, X^f+rXif. 

Nach IC«) können wir, sobald 

ß^ if^<p(Q) 

angenommen wird, setzen 

Xif = r, Xjfssxr, X3f = yr. 
Für 

X4f=lp + '7q + Cr 

liefern die Eianmierausdrücke 

{ = («— /S)x, 7 = (a — ^)y— X, C=az4-C(xy). 
X^f =(«- /9) xp + ((«-/?) y - x) q + («z + C(xy)) r. 

Führen wir neue Veränderliche ein 

xi=x, yi=y, Zi = z-4-A(xy), 
wobei die Function ^(xy) die Differentialgleichung 

C(xy)-«Kxy) + («-/S)x|A4.(y(„_^)_x)|i=0 



*» 
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erfüllt, so erhält unsre Gruppe, wenn wir schliesslich noch x 
mit z vertauschen, die Form 



p, zp, yp, «xp-H((a — /9)y—z) q + (« — /?) zr. 



y^b) Es sei 

Nach IC können wir Xif, Xgf, Xgf in der Form 

Xif=r, X2f=xr, X3f=qr(x)r 

annehmen. Für die Function f (x) u. für 

X^f = |p + ;yq4-Ci' 

kommt: 

(X,Xj) = l^p + J7^q 4- r^r = «r. 

(X2X4) = xl^p -f. xv^q + (xC^ — ^) r = /Jxr. 

(X3X4) = yl^p + qpiy^q + (^C^ - ly.') r = (x + /Sy) r. 

Daraus erhalten wir 

! = (« — /S)x, J7 = ^(xy), C=«z4-C(xy), 
während f durch die Differentialgleichung 

bestimmt ist. Durch Integration kommt 

xlgxx 

Wir haben demnach 

XJ=r, X,f = xr, X3f=-4^r, 
X4f = (« — /9) xp + j? (xy) q H- («z + C(xy)) r. 

Zunächst ist in Xgf die Konstante x unwesentlich, wir 
setzen 

X3'f=X3f + -^X2f=-^r. 
Führen wir jetzt neue Veränderliche ein 

Xi = x, yi = Y(xy), Zi = z4-Z(xy), 



K. 



2 
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wobei Y(xy) u. Z(xy) bestimmt sind durch die DiflPerential- 
gleichungen: 

SO nimmt, wenn wir x mit z und dann z mit y vertauschen, 
die Gruppe die Form an: 



y 

P' ®^P' T^~P' axp + (a — /S)q. 



Wir haben also nur eine viergliedrige Gruppe der Ebene (xy) 
erhalten. 

y . Xg f = ^ . Xj f, X3 f = «r . Xi f, X4 f = T . Xj f. 

Diese Annahme führt zu den Forderungen: 

a = ^, ^ = 0, 

Der Fall y existiert also nicht. 

Hiermit sind alle Gruppen des Raumes (xyz) von der 
Zusammensetzung II bestimmt. Die Fälle, dass eine der beiden 
Zahlen a, ß verschwindet, ist (wie in Fall I) deshalb bemerkens- 
wert, weil dann die erste derivierte Gruppe nur zweigliedrig 
ist. In Bezug auf die Resultate können wir auch hier die 
Gruppen des Falles II benutzen , indem wir a resp. ß gleich 
Null setzen. 

m. (x,X2)=o, (x,X3) = o, (X3X3) = o, (x,x,) = o; 

(X2X,) = 0, (X3X,) = X2f. 
A. ^iXifH-^2X2f 4-^3X3f + 0, ^. = ^j'(xyz). 
Wir nehmen an: 

Xif=p, Xjf=q, X3f=r. 

Für 

X4f=|p+>7qH-Cr 

liefern die Klammerausdrücke 

X4f = «p 4- (z + /S) q -f- yr. 

Anstatt X4f benutzen wir 

X^'f =X4f — «Xif — /SXgf — yXjf = zq. 
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Die Gruppe hat also die Form 



p, q, r, zq. 



Wir setzen 

X,f=p, Xaf=q. 

Für 

^3^=5? + »yq 

liefern die Klammerausdrücke 

f u. 3^ sind frei von x u. y. 

a) ? n. Tfj können nicht beide constant sein, sonst wäre 
Xsf' nicht unabhängig von Xjf u. Xgf; setzen wir den Fall 

^ = ^(2)5 7 = ^7(2), 

so können wir nach früherem Xsf auf die Form bringen 

X3f=zp + ^(z)q. 

Beide Annahmen für X4f 
und 

X4f=liP + viq 

führen zu dem widersinnigen Resultate 

1 = 0. 

ß) Es sei in Xgf = l'p + i}q. 

I = const., 17 = J7(z) 4= const. 

In diesem Falle können wir setzen 

Xif=p, X2f=q, X3f=zq. 

Die Annahme 

X4f=^ip4-'?iq 

führt zu der widersinnigen Forderung 

1 = 0, 
also ist anzunehmen 

X4f=l,p + i7iq-f-Cir, Ci+0. 
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Die Klammerrelationen liefern 

Xif=$i(z)p4->7i(z)q — r. 
Bei Einführung der neuen Veränderlichen 

Xi = X + X(z), yi=y + Y(z), Zi=z, 

wobei 

X(z) = /|.(z)dz, Y(z) = /v,(z)dz. 

ist, erhält unsre Gruppe die Form 

p, q» zq. — r. 

Vergleichen wir diese Gruppe mit der Gruppe A, so sehen 
wir, dass wir in Wirklichkeit keine neue Gruppe gefunden 
haben, indem ja Xgf u. X4f nur ihre Rollen vertauscht haben. 

C. Xj f = Q . Xj f. 
«) Xj f = ^ . Xj f, X3 f + (T . Xi f . 
Wir setzen wie früher 

X|f=r, X2f=xr, X3f=q. 

Die Klammerrelationen zeigen, dass X4f durch eine 
lineare Relation mit X^f u. Xgf verbunden ist. Es ergiebt 
sich für 

X4f=^q-{-Cr. 

,=:^(x), C=xy + C(x). 
X,f=^(x)q + (xy + C(x))r. 

Wir haben also 

X,f=r, X,f = xr, X3f==q, X,f =^(x)q + (xy + C(x)) r. 

Durch Einführung neuer Veränderlicher 

Xi = x, y, = y + Y(x), Zi = z, 

wobei 

Y(x)=^ 

X 

ist, nimmt die Gruppe die Form an, wenn man noch x mit z 
vertauscht 



p, zp, q, yzp4->7(z)q. 17(2) + 0. 
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oder, wenn jy(z) = 



p, zp, q, yzp. 



ß) X.2f=Q.Xif, X3f=(r.Xif, X^f+r.X, f* 
Machen wir die Annahme 

so können wir nach früherem die infinitesimalen Transforma- 
tionen Xjf, Xgf, Xgf in folgender Form schreiben 

Xif=f, X2f=xr, Xgfsssyr. 

Für 

ergeben die Klammefausdrücke 

1 = 0, >7 = -x, C=C(xy). 
X4f = -xq + C(xy)r. 

Durch Einführung der neuen Veränderlichen 

xi = x, yi = y, Zi = z-f-Z(xy). 
wobei die Function Z(xy) durch die Differentialgleichung 

f(xy)-x-|| = 

bestimmt ist, erhält unsre Gruppe, wenn man schliesslich noch 
X mit z vertauscht, die Form 



P7 zp» yp> — zq- 



/9b) Setzen wir a als Function von p voraus, 

SO können wir zunächst Xjf, Xgf, Xgf als in folgender Form 
vorliegend annehmen 

X,f = r, X2f = xr, X3f=7(x)r. 
Für 

X4f = lp + >7q + Cr 

liefern die Klammerrelationen zunächst 
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und ausserdem die widersinnige Forderung 

dx 

Der Fall, dass ff eine Function von p ist, ist also auszu- 
schliessen. 

Die Annahme 

Y) X2f=^.Xif, X3f=0'.Xif, X4f=T.Xif. 

liefert vermöge der Klammerrelationen 

Xj ^ = 0, X, T = 0, Xi <F = 0, ^ = 0, 

d. h. die Gruppe wäre nicht viergliedrig. Also existiert auch 
der Fall y nicht. 

IV. (X,X2) = 0, (X,X3) = 0, (X,X3) = 0, (X,X,) = «Xif, 
(X2X4) = aX2f, (X3X4) = X2f -f- ffXsf. « 4= 0. 

A. /4j Xj f 4- ^2^2 f -h ^«aXaf + 0, ^j = ^j (x y z). 

Wir können setzen 

Xif=p, X2f=q, X3f=r. 
Für 

X4f = |p-f jyq-hCr 

ergeben die Klammerausdrücke 

I = «X + ffj, 17 = ay 4- z + «i-, C = « z + «3 
X4f = («X + «i)p 4- («y H- z 4- «2)^ + («z 4- «3) r. 

«11 «2» «3 sind unwesentliche Constante; für X^f führen wir ein 

X4'f =X4f — «iXjf — «2^2^ — «sXaf =«(xp 4- yq +zr) -H zq. 

Unsre Gruppe hat also die Fonn: 



p, q, r, a(xpH-yq4-zr) + zq. 



B. i/iX|f -h ^2-^2^ + Ö5 Xsf =yiXif -|- </>jX2f. 

Nach früherem setzen wir 

Xjf=p, X3f=q, X3f=|p4-^q. 

Die Berechnung der Klammerausdrücke ergibt 

^x öy ' dx dj 
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Wir haben also folgende Fälle zu unterscheiden: 

«) 1 = 1(2)5 n^niA- 

In diesem Falle können wir wie früher nach Einführung 
passender neuer Veränderlicher Xjf, Xgf, Xgf in folgender 
Form vorliegend annehmen 

X,f=p, X3f=q, X8f=zp + 5(z)q. 

Beide Annahmen für X^f 

X4f=liP + '7iq + Cjr, Ci+0 
und 

X4f=lipH-';iq 
führen zu der widersinnigen Forderung 

1 = 0. 
ß) Es sei 

| = const., >/ = »;(z) =^ const. 

Bei dieser Voraussetzung dürfen wir wie früher setzen 

Xif=p, X3f=q, X3f=zq. 

Die Klammerausdrücke zeigen, dass X4f durch keine 
lineare Relation mit Xif u. Xgf verbunden ist, sondern die 
allgemeine Form 

X4f = liP + ^iqH-&r, Ci+0 

hat. Wir erhalten folgende Werte 

^, = «x + |(z), »;i = «y + >7(z), Ci = — 1- 
X4f = («X H- |(z))p + («y + i7(z))q — r. 

Durch eine passende Transformation lassen sich die arbi- 
trären Functionen f(z), rj{z) beseitigen und die Gruppe hat 
die Form 



p, q, zq, «(xp + yq) — r. 



C. X2l = O.Ajf. 

«) X2f=^-Xif, Xjf+ffXif. 
Nach früheren Resultaten setzen wir 

X|f=r, X3f = xr, X3f=q. 
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Die Klammerrelationen zeigen, dass X4f durch eine lineare 
Relation mit Xjf, Xgf u. Xsf verbunden ist, dass es also die 
Form hat 

X4f=i?q-4-Cr 

und zwar erhalten wir 

^ = «y H- J7(x), C= «z 4- xy + C(x), 
X^f = («y + i7(x))q H- («z + xy +C(x))r. 

Durch Einführung passender neuer Veränderlicher erhält 
die Gruppe folgende Gestalt 

r, xr, q, «yq + («zH- xy)r, 

oder wenn wir x mit z vertauschen 



p, zp, q, («x+yz)p-f-ayq. 



ß) X2f=^.Xif, X3f=(7.Xif, Xjf+T.Xif. 

Setzen wir zunächst 

voraus, so können wir schreiben 

Xif=r, X2f=xr5 X3f=yr. 
Für 

X4f=lp4-»/q + Cr 

liefern die Klammerausdrücke 

1 = 0, J7 = — X, C=«z4-C(xy), 
X^f = — xq + («z + C(xy))r. 

Führen wir neue Veränderliche ein 

xi = x, yi = y, Zi = z+Z(xy), 
wo die Function Z (xy) die Differentialgleichung 

C(xy) — öf Z(xy) — X -g— = 

erfüllt, so erhält die Gruppe, wenn man schliesslich x mit z 
vertauscht, die Form 



p, zp, yp, «xp — zq. 
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Die Annahme 

ö'=y(e) 

fährt dagegen zu dem widersinnigen Resultate 

x = 
und ist deshalb auszuschliessen. 

y) X^i=Q,XJ, X3f = cr.X,f, Xjf=T.Xif. 

Die Klammerrelationen liefern 

Xj p = Xj ö" = 0, Xi r = «, ^ = 0, 

d. h. die Gruppe wäre nicht viergliedrig. Fall y existiert nicht. 

V. (X,X2) = 0, (X,X3) = 0, (X2X3) = 0, (X,X4) = X,f, 
(X,X,) = Xif + Xjf, (X3X^) = X3f4-X3f. 

A. ^jXjf H-^gXaf ^-^s^sf + 0, ^.=^.(xyz). 

Wir setzen 

Xif=p, Xofq, X3f=r. 

Für 

^4^=1? + jyq + Cr 

liefern die Klammerrelationen 

| = xH-yH-«, jy = y4-z + /9, C=z + y. 
Xjf = (x + y 4- «)P + (y + z + ß)^ + (z + y) r. 

Die Constanten a, ß^ y sind unwesentlich, wir benutzen 

X/f=X4f-«Xif-/jX3f-yX3f=(x + y)p + (y + z)q+zr 

als neues X^f. Unsre Gruppe erhält dann die Form: 



p, q, r, (x + y)p + (y + z)q4-zr. 



B. ^,X,f + ^2^2^ + 0) Xsf =(^lXif -f- «^2^2^- 

Nach Satz 2 setzen wir 

X,f=p, X3f=q, X3f=|p + ^q. 

Den Klammerausdrücken zufolge sind ? u. 37 frei von 
X u. y 

— = -?—== ^y _ ^n _Q 
^x dy dx dy 
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a) f u. jy seien beide Functionen von z 

Nach früherem ist es dann möglich, zu setzen 

Xif=p, Xjf=q, X3f=zpH- §(z)q. 

«a) X4f sei durch keine lineare Relation mit Xjf u. X2f 
verbunden, sondern habe die allgemeine Form 

Die Klammerausdrücke ergeben für die Function ^(z) 
u. für X4f folgende Werte 



li = x + y + l(z), «7i=yi?(z), C, = 5(z) = ^'2(x-z). 



X3f=zp-+-K2(x— z)q. 



X^f = (x + y + Dp + (y + i7)q + V2(x - z) r. 

Durch Einführung der neuen Veränderlichen 

xj = X 4- X(z), y, = y 4- Y(z), z, = z. 
wobei die Functionen X(z), Y(z) bestimmt sind durch 



,j(z) + »^2Ö^^^) Y; - Y(z) = 0, 



|<z) -hV2{x- z) X; - X(z) - Y(z) = 0, 
erhält die Gruppe folgende Gestalt 



p, q, zp 4- ^^2(x — z) q, (x + y) p 4- y q -f- V'2{x — z) r, 

oder, wenn wir weiterhin Zj = x — z als neues z einführen, 

p, q, (x — z)p4- I^zq, (xH- y) p 4- yq4- J^ r. 



Anstatt X3f=(x — z)p4-J^2zq benutzen wir einfacher 

Xa^f = Xsf — xXif = — zp + yWzq. 

Führen wir schliesslich noch 



z, = j/2r 
als neues z ein, so erhält die Gruppe die einfache Form 
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a^) Die Annahme 

führt zu der widersinnigen Forderung 

1 = 0. 

ß) Es sei in 

X3f=^p+ jyq 
I = const., 9j=ztj(z) + const. 

Wir dürfen dann schreiben 

Xif=p, X2f=q, X3f=zq. 

Beide für X4f möglichen Annahmen 

X4f=^iP-f-^,q4-?ir, $ + 0. 
und 

X4f = ^iP + »7iq, 

führen unter anderem zu dem widersinnigen Ergebnisse 

z = 0. 

C. Xj f = Q . X| f. 
«) X2 f = () . Xi f, X3 f 4= 0" . X| f. 
Wir setzen wie früher 

Xif=r, X,f=xr, X3f = q. 

Die Rechnung zeigt, dass X4f durch keine lineare Rela- 
tion mit Xjf u. Xgf verbunden sein kann, denn sonst müsste 

1 = 

sein. Wir haben also zu setzen 

X,f = |p + ^q4-Cr, ? + 0. 

Die Klammerrelationen liefern die Werte 

$=—1, i; = y+j;(x), f = Z -f- xy + C(x), 

X|f = - P + (y 4- »/(x^q 4- (z + xy + C(x))r. 

Führen wir die neuen Veränderlichen ein 

Xi = x, yi = y4-Y(x), z, = z + Z(x), 

wobei 

^(x)-Y,'-Y(x) = 0, C(x)-xY(x)-Z^'-Z(x) = 
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ist, und vertauschen schliesslich noch x mit z, so nimmt die 
Gruppe folgende Gestalt an 



p, zp, q, (x4-yz)p-hyq — r. 



ß) X3f=^.Xif, X3f=(r.X,f, X^f+rXif. 
Setzen wir zunächst 

voraus, so können wir schreiben 

Xif = r, X2f=xr, X3f = yr. 
Für 

X4f=|p + i7q + Cr 

erhält man durch Berechnung der Klammerausdrückc 

^ = —1, J7 = — X, c==z + C(xy), 

X4f = — p — xq + (z H- C(xy))r. 

Führen wir 

z, = z + Z(xy) 

als neues z ein, wobei 

«xy)-Z(xy)-Z^'-xZ;=0 

ist, und vertauschen noch schliesslich x mit z, so erhält die 
Gruppe die Form 



p, zp, yp, xp — zq— r. 



Setzen wir jedoch 
voraus, so haben wir zunächst 

X|f=r, X2f = xr;^ X3f=7^(x)r. 
Für die Function ^(x) und 

^4^ = ^? + »?q4- Cx 
erhalten wir durch Klammeroperatiou 



X2 



| = — 1, jy = ,y(xy), C=z + C(xy), <]P = -2- + ff- 



Es ist also 



Xgf = ( 2' -^ «) r^ ^4^ = - p + ^{^i) q + (z + C(xy))r. 



^ 
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Anstatt X,f können wir benutzen 



X» 



X3'f=X3f— «Xif= — r. 
Führen wir die neuen Veränderlichen ein 

xi=x, yi = Y(xy), Zi=z-f-Z(xy), 

wobei 

,(xy) Y/ - Y^' = 0, C(xy) 4- .7(xy)Z/ - Z^ - Z(xy) = 0, 

so nimmt unter Vertauschung von x mit z, und dann von 
z mit y die Gruppe die Form an: 



p» yp. o-p» xp — q- 



Wir haben also nur eine viergliedrige Gruppe der Ebene 
(xy) erhalten. 

y) X2f=p.Xif, X3f=0'.Xif, X^f=T.Xif. 

Diese Annahme führt den Klammerrelationen zufolge zu 
der widersinnigen Forderung 

1 = 
und ist also auszuschliessen. 

VI. (XiX,) = 0, (X,X3) = Ö, (X,X3) = 0, (X,X,) = 0, 

(X2X,) = 0, (X3X,) = 0. 

A. ^iX,f-h^2X2f+^3X3f + 0, ^j = ^j(xyz). 

Wir setzen: 

Xif=p, X2f=q, X3f=r. 
Für 

X4f = ^p + '7q + Cr 

ergeben die Klammerrelationen 

X^f = c, p H- c^q 4- Car, 

d. h. die vier infin. Transformationen Xjf, Xgf, Xgf, X4f sind 
nicht unabhängig von einander; Fall A existiert also nicht. 

B. ^iXif ^-^jX^f 4= 0, X3f=yiX, f-h yaXjf. 
Wir können schreiben: 

X,f=p, X8f=q, X3f = |p + >;q. 
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Den Klammerrelationen zufolge ist 

dx dy Öx dy ' 

d. h. f u. jy sind frei von x u. y. Dass sie beide zugleich 
constant sind, ist von vornherein ausgeschlossen, sonst wäre 

X3f=c,p-|-cjq, 

d. h. Xif, Xgf u. Xgf wären nicht unabhängig; wir haben zwei 
Möglichkeiten: 

a) I = |(z) + const., tj = t](z) 4= const. 

Unter dieser Voraussetzung können wir schreiben 

Xif=p, X,f=q, X3f=zp + 5(z)q. 

Die Klammerrelationen ergeben für ^(z) und 

X4f=liP -hviq + Cir 

^l=^l(z)» Vl = >ll(^)y Cl=0, 5(z) = 5(z). 

Es ist also 

X3f=:zp + §(z)q, X4f=^i(z)p4-J7i(z)q, 

und die Gruppe hat die Form: 



p, q, zp4-5(z)q, li(z)P + 9i(z)q. 



Hierbei ist nach Voraussetzung ^(z) eine willkürliche 
Function von z, während fi(z) u. 3^1 (z) nicht beide zugleich 
const. gesetzt werden dürfen, da sonst X4f nicht unabhängig 
ist von Xjf u. Xgf. 

ß) Jetzt sei 

^ = const., 17 = iy(z) 4= const. 

Wir dürfen setzen 

Xif=p, Xjfssrq, X3f=zq. 

Für 

kommt durch Bildung der Klammerausdrücke 

^1 = li (z), Vi = «7i (z), Ti = 
X4f=li(z)p + J7i(z)q. 
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Die Gruppe hat demnach die Form 



Pj q. zq, li(z)P + »7i(z)q. 



Hier dürfen natürlich, wie in Fall a) f u. 37 nicht beide 
zugleich constant sein. 

C. X2f=p.Xif, X3f=<j.Xif, X^f^^'^Xif. 
Ist 

SO können wir setzen 

Xif = r, Xaf=xr, X3f = yr. 

Für 

X4f = |p+ j^q + Cr 

ergeben die Klammerausdrücke 

1 = 0, jy = 0, C=C(xy), 
X4f=C(xy)r. 

Vertauschen wir noch x mit z, so erhalten wir die Gruppe 



p, zp, yp» C(yz)p. 



C(yz) ist eine willkürliche Function von y u. z. 
ß) Im Falle 

können wir setzen 

Xif=r, X2f=xr, X3f=qp(x)r. 

Für die Function ^(x) und für 

X4f = |p + i;q + Cr 

ergeben die Klammerrelationen 

1 = 0, J7 = jy(xy), f=f(xy), 9)(x) = qr(x). 

Es ist also 

X3f=<3r(x)r, XJ =i7(xy)q-|- f(xy)r. 

Durch Einführung der neuen Veränderlichen 

xi = x, y, =Y(xy), Zi = z-f-Z(xy), 
wobei 

'?(xy)^y = l, C(xy) + i7(xy)-^ = 
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ist, erhält die Gruppe, wenn man x mit z vertauscht, die Form 



p, zp, 9-(z)p, q. 



Vertauschen wir hierin Xgf mit X4f, was ohne Änderung* 
des Resultates geschieht, so sehen wir, dass die Gruppe ß ein 
Spezialfall von B a) ist. 

y) X2f=^.X|f, X3f=ff.Xif, X4f=r.Xif. 

Vermöge der Klammerausdrücke ist 

Xi ^ = 0, Xi ff = 0, Xj T = 0. 

Dass eine der Grössen p, <t, t gleich constans werden 
könnte, ist von vornherein ausgeschlossen; da aber die Gleichung 
Xif = nur zwei von einander unabhängige Lösungen besitzt, 
so haben wir folgende Fälle zu unterscheiden. 

1. ff 4= yCp)? also r=\p{Qo). 
Die sich hier ergebende Gruppe 

p> zp, yp» C(yz)p 
hat uns schon der Fall Cy^^ geliefert. 

In diesem Falle führen wir p als neues x„ die zweite von 
p unabhängige Lösung der Gleichung Xif=0 als yi ein; wäh- 
rend wir das neue z^ so wählen können, dass XiZi = l ist. 
Vertauschen wir demnach x mit z und dann z mit y, so 
erhalten wir die Gruppe der Ebene (xy) 



I p> yp> y(y)p, ^^(y)p-1 

V', <p willkürlich. 

Hier führen wir p als neues Xj, t als yi ein und bestim- 
men Zj wieder so, dass XiZi = l wird. Unter Vertauschung 
von X mit z erhalten wir die Gruppe 



p, zp, <;r(z)p, yp. 



Wir können hierin Xaf mit X4f vertauschen, und sehen so, 
dass wir nur einen Spezialfall von C a erhalten haben. 

Der Fall y hat uns also nur eine neue Gruppe und zwar 
eine Gruppe der Ebene (xy) geliefert. 
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VII. (X,X,) = 0, (X,X,) = 0, (X,X3) = 0, (X,X,) = X,f, 

(X2 X4) = X2 f, (X3 X4) = X3 f. 

Betrachten wir die Zusammensetzungen VII und verglei- 
chen sie mit den Zusammensetzungen I, so sehen wir, Fall VII 
geht aus Fall 1 hervor, wenn man in Fall I a==^ = ^=l setzt. 
Mit Ausnahme eines einzigen Falles (Gß) können wir die 
Resultate von I benutzen, indem wir überall « =ß = y = 1 setzen 
und in den Fällen,. wo dadurch eine Unbestimmtheit eintritt, 

eine arbiträre Function des betrefiFenden Argumentes setzen, 

ß-y ^ 
z. B. z^""^ = z^ =^(z). Die Rechnung bestätigt die Richtig- 
keit dieses Verfahrens. 

Wir erhalten folgende Gruppen: 



A. 



p, q, r, xp + yq-l-zr. 



B. 



p, q, zp + ^(z)q, xp4-yq. 



im Falle t^ = const. 



%pz=ixp{z) oder t// = const.; 



p, q, zp, xp + yq. 



p, q, zq, xp+yq. 



C«) 



p, zp, yp, xp. 



ß) Xa f = ^ . Xi f, Xsf = ff . Xi f, X^f :^ r . Xi f. 
Wir setzen wie früher 

X, f = r, X2f=xr, X3f=9'(x)r. 
Für die Function ^(x) und 

X,f=|p + jyq-f LT 

kommt durch Bildung der Klammerausdrücke 

^ = 0, ,i = rj(xj), C=z + C(xy), <f> = (p(x). 



Es ist also 



K. 



X3f = <3r.(x)r, X4f=;7(xy)q + (z + f(xy))r. 

3 
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Durch Einführung neuer Veränderlicher 

xi=x, yi = Y(xy), Zi=z4-Z(xy), 



wobei 



^(xy)||==l, i;(xy)|| + Z(xy) + f(xy)==0 



ist, erhält unsre Gruppe unter Vertauschung von x mit z die 
Form: 



p, zp, y(z)p, xp + q. 



^(z) arbiträre Function von z, + const. 

y) X2f=^.Xif, X3f=(r.Xif, X4f=:T.Xjf. 

Die Klammerausdrücke liefern 

Xi^(xyz) =0, Xi<r(xyz) = 0, X,T(xyz) = 1. 
Die Annahme 

liefert, wie man sich überzeugen kann, wieder die Gruppe C. a. 
Setzen wir dagegen 

voraus, so können wir p als Xj, die zweite von p unabhängige 
Lösung der Gleichung Xif = als yj benutzen; als Zi schliess- 
lich die Function r. Unter Einführung dieser von einander 
unabhängigen Functionen als neue Veränderliche erhalten wir, 
wenn wir erst x mit z und dann nochmals z mit y vertauschen, 
folgende Gruppe der Ebene (xy) 



P, yp, f(y)p, xp. 



C(y) ist eine willkürliche Function von y, + const. 

Vm. (XiX2) = 0, (X,X3) = 0, (XaX3) = 0, (XiX,) = 0, 

{X,X,) = X,f, (X,X,) = X,l 

A. piXii -{- fi^X^f -h f^zX^i ^ 0^ ^j = ^j(xyz). 

Wir setzen: 

Xif=p, Xaf=q, X3f = r. 
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Für 

liefern die Klammerausdrücke 

I = y+Ci, i; = Z+C2, C=C3. 

X4f = (y 4- cj) p + (z 4- Ca) q + Car, 

oder da die drei Translationen schon einzeln vorkommen, 

X4f=yp + zq. 
Die Gruppe ist also folgende 



p» q, r» yp + zq- 



B. ^jXjf H- ^jXjf 4= 0, Xaf =qpiXif + «jPjXjf. 
Hier setzen wir: 

Xif = p, X2f=q, X3f=|p + »yq. 

Den Klammerrelationen zufolge ist 

dx dj dx dj 
also f u. jy sind frei von x u. y. Setzen wir zunächst 

«) I = |(z) 4= const., tj = 9j(z) 4= const. 
voraus, so können wir schreiben 

X,f=p, Xaf=q, X3f=zp + ?(z)q. 

Für die Function ^(z) und für 

X4f = ^ipH-J7iq + Cir 

liefern die Klammerrelationen 



^i = y + $i(z), '7i = '?i(zX Ci = 5(z) = K2(x-z). 

X^f = (y + ^i(z))p + a7i(z)q + K2(x-z) r. 



X3f=zp + K2(x-z)q. 

Führen wir neue Veränderliche ein 



Xi = x + X(z), y, = y + Y(z), z,=K2(;c-z), 

3» 
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wobei 



I, (z) + >/2ör=:i^) X; - Y(z) = 0, fi, (z) + K2(x - z) \v = 
ist, so erhält unsre Gruppe zunächst die Form 



p, q, fx— yjp + zq, yp — r. 



Anstatt Xgf können wir benutzen 

z* 
Xg'f = X3f— xXif= — 2'P"^^'^' 

Wir haben also die Gruppe 





2 


Die Annah 


me 

^) 1 — const., i; — i;(z) 4= const. 



führt zu der widersinnigen Forderung 

1 = 
und ist deshalb auszuschliessen. 

C. X2i = p.X]f. 

«) Xj f == ^ • Xj f, X3 f i^: CT . Xi f . 

Wir haben nach früherm 

X,f=r, X2f=xr, X3f=q. 
Für 

X4f=|p + jyq + Cr 

liefern die Klammerrelationen 

|== — 1, J7 = »?(x), C = xy + C(x), 
X,f = - p + ^(x)q + (xy + C(x))r. 

Vermöge der Transformation 

xi = x, y, = y + Y(x), Z| = z4-Z(x), 
wobei 
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ist, und unter Vertauschung von x mit z erhält die Gruppe 
die Form 



p, zp, q, yzp — r. 



Die Möglichkeit, dass X4f mit XJ, X^f, Xgf durch eine 
lineare Relation verbunden ist, ist wegen der sich ergebenden 
widersinnigen Forderung 

|=— 1=0 
ausgeschlossen. 

ß) Xjf = ^ . Xj f, Xsf = tf . Xi f, X4f 4= r . X] f. 
Setzen wir 

voraus, so können wir schreiben 

X,f=r, X2f=xr, X3f=yr. 

Für 

^4^=^? + »yq + Cr 

erhält man durch Klammeroperation 

l = — 1, »7 = — X, C = C(xy), 

X4f = — p — xq + C(xy)r. 

Die Transformation 

xi=x, yi = y, z, = z + Z(xy), 
wobei die Function Z(xy) bestimmt ist durch 

rr ^ ^2 aZ _ 

^(^y)-^-^yy=^' 

führt unsre Gruppe nach Vertauschung von x mit z in fol- 
gende Gestalt über. 



P» zp, yp, — (zq + r). 



Wie früher setzen wir 

Xif=r, X3f=xr, X3f=qp(x)r. 
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Die Klammeraasdrücke liefern für die Function ip u. für 

| = — 1, fj = tj{xj\ f = z(xy), <3p = -2-4-« 

d.h. 

x' 

Xjf ==-2-r + «r, X4f =— p + fj(xy) q + C(xy)r. 

Anstatt Xaf können wir einfacher benutzen 

x^ 
Xa'f = Xjf — «Xif = Y r. 

Die beiden willkürlichen Functionen vj u. C in X4f ver- 
schwinden bei folgender Transformation 

Xi=x, y,=Y(xy), Zi = z4-Z(xy), 

wobei 

C(xy)-f-,(xy)|f-|| = 

ist. Vertauschen wir noch x mit z und dann z mit y, so nimmt 
die Gruppe die Gestalt an 




Wir haben also nur eine viergliedrige Gruppe der Ebene 
erhalten. 

y) Xjf=^.Xif, X3f = (r.Xjf, X4f = T.Xif. 

Die Klammerrelationen führen zu der widersinnigen For- 
derung 

1 = 0. 

IX. (XiX,) = 0, (X,X3) = 0, (X3X3) = 0, (XiX4) = aXif, 
(XaX4) = aX,f, (XjX^) = y Xjf. a 4= y. 

Die Klammerrelationen dieses Falles werden mit denen 
des Falles I identisch, wenn wir dort ß = a setzen. Wie die 
Rechnung zeigt, kann man einige Resultate des Falles I ver- 
werten, wenn man einfach ß = a setzt. 
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A. fi^Xif -{- /uzX^i -{- /u^X^i + 0, ^j = ^. (xyz). 

Wir haben unmittelbar die Gruppe 



p, q, r, «(xp4-yq)-f-yzr. 



B. ^jXjf -i-^,Xjf 4= 0, X^{ = (piXif -{^ (f^X^i, 
Wir setzen: 

X,f=p, Xjf = q, X3f=|p + J7q. 

Für die Grössen f u. j^ in Xgf haben wir vermöge der 
Klammerrelationen wie in Fall I 2 Möglichkeiten. Nehmen wir 
zunächst 

«) I = |(z) 4= const., tj = tj{z) + const. 

an, so können wir schreiben: 

Xif=p, Xaf=q, X8f=zp4-5(z)q. 

Die Rechnung zeigt, dass X4f durch keine lineare Relation 
mit Xjf u. Xjf verbunden ist, denn sonst müsste 

a = y 

sein, was aber wider die Voraussetzung ist. Wir haben demnach 

X4f=^iP + «7iq + C,r, &+0 
anzunehmen und erhalten 

|, = ax+|(z), J7i=ay-f-J7(z), Ci={(t — y)z, 5(z) = xz. 

d.h. 
Xjf = zp + xzq, X4f = («X 4- l(z))p 4- («y + J7(z))q + (« — y)zr. 

Durch passende Transformation der Veränderlichen, vgl. 
Fall I, können wir unsre Gruppe auf die Form bringen 



p, q, zp + xzq, «(xp + yq)4-(a — y)zr. 



X 4^ 0, wesentlich. 
Für x = erhalten wir 



p, q, zp, «(xp4-yq)4-(a — y)zr. 



Es sei in 

X,f=|p-f- tjq- 

ß) $ = const., i]; = J7(z) 4= const. 
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Wir können demnach annehmen 

Xif=p, X2f=q, X3f = zq. 

Der Vergleich mit Fall I B. ß) liefert die Gruppe 

p, q, zq, «(xp + yq-t-zr) — yzr. 

Diese Gruppe ist nicht wesentlich verschieden von der 
Gruppe des Falles B. a) für x = 0. 

(./. a) Xg f = ^ . Xi f, X3 f 4= er . X| f. 

Die Rechnung liefert: 



p, zp, q, «xp + yyq. 



C.ßJ X2f=(>.Xif, X3f=cr.Xif, XJ+zXif. 
Hier erhalten wir durch Vergleich mit I C. a) die Gruppe 



! p, zp, yp, «(xp + yq)— >^yq. j 

C. y^b) Die Annahme 
führt zu dem Widerspruch 

Gleichfalls zu dem Widerspruche a = 7' führt die letzte 
Annahme 

y) X2f=^.Xif, X3f=(r.Xif, X4f=T.Xif. 

Verschwindet eine der beiden Zahlen a, y, so ist die erste 
derivierte Gruppe nur eingliedrig (a = 0) oder zweigliedrig 

(r - 0). 

Wir haben hiermit alle Typen von viergliedrigen inte- 
grabeln Gruppen des Raumes (xyz) mit dreigliedriger Invo- 
lutionsgruppe bestimmt. 



2. Abschnitt, 



Wir kommen jetzt zur Bestimmung aller integrabeln vier- 
gliedrlgen Gruppen des Raumes (xyz) ohne dreigliedrige Invo- 
lutionsgruppe. Es giebt hier folgende Typen von Zusammen- 
setzungen. 

X. (X,X2) = 0, (X,X3) = 0, (X2X3) = X,f, (X,X4) = 2X,f, 
{X,X,) = X,f, (X,X,) = 2X,f^X,f, 

A. ^iX,f 4-/UjX2f4-/i3X3f + 0, ^. =/Ui(xyz). 

Dann muss 

X^f = ^jXif + (jpjXof H- qpaXjf 

sein. Vermöge der Klammerausdrücke ist 

(X,X4) = Xi9),X, f 4- Xi^jXof-h 9^2(^1 X2) + Xi<r3^3f+ qPa (^1^3) = 2X,f, 
(XJX4) zu XjqpiX, f — <fi (X, X2) + X2 qpjXjf -h X^g)^X^i-^ (p^iX^X^) = Xjf, 
(X3X4) zEXaT^iXjf — yj(XiX3)-hX3 9'2X2f — <3r2(X3X3)4-X3 7'3X3f=2X2f -t-Xsf. 

Da aber nach A) keine Relation zwischen Xjf, Xgf, Xgf 
bestehen soll, so müssen die Coeffizienten von Xjf, Xgf, Xgf 
verschwinden. Es ergeben sich dabei folgende Werte der X^^^ 
(i, x=l, 2, 3.) 

X, (f>i = 2, Xi «jr2 = 0, Xi qpa = 0, 

Xa?i = — Ts? ^27i = 1? Xjqps = 0, 
Xj yi = 9>2, X3 ^3 = 2, X3 qr.3 = 1. 

Hiemach sind die ^i (i= 1, 2, 3) sicher keine Constaüten; 
sie sind auch durch keine Relation mit einander verbunden. 
Denn gesetzt, es sei 

80 müsste nach (Jen in Fall I angestellten Betrachtungen die 

Determinante 

2 

J__ — <^3 1 =2 

y, 2 1 
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verschwinden, was aber widersinnig ist. Wir dürfen deshalb 
^1» ^3» ^3 als neue Veränderliche Xi, yj, Zj benutzen und in die 
Xjf (i = 1, 2, 3) einführen. Es kommt 

Xif = 2p, X3f=-zp-fq, X,f=yp + 2q-hr, 
X4f = 2xp-|-(y +2z)q + zr. 

Führen wir ^1 = -^ als neues Xi ein, so nimmt unsre 
Gruppe folgende Gestalt an: 



p, _-|-p + q, l-p + 2q + r, 2 xp 4- (y + 2z) q + zr. 



B. ^^Xjf ^^aXjf + 0, Xaf =qpiXif 4- qP2Xsf* 
Aus den Klammerausdrücken leiten wir ab 

X, <pi = 0, Xj 93 = 0, 

X2 (fi = 1, Xj qpj = 0. 

^1 ist sicher keine Constante, dasselbe wollen wir zunächst 
von ^2 annehmen, also 

a) (jf>2 4= const. 

Bei dieser Voraussetzung sind ^3 u. ^i durch keine Rela- 
tion gebunden. Wir können deshalb ^j als Xi, fa die gemein- 
same Lösung von Xif = 0, X3f=0 als yi benutzen und ein 
neues z^ so bestimmen, dass 

Xjz, = 1, X2Zi = 

wird. Führen wir Xi y^ Zj als neue Veränderliche ein, so 
kommt 

Xif=r, X3f=p, X3f = yp + xr. 
Für 

ergeben die Klammerausdrücke 

| = x, v = -% C=2z + C(y), 
X4f==xp-2q + (2z4-C(y))r. 

Durch Einführung neuer Veränderlicher 

xi = x, yi = y, Zi = z4-Z(y), 
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wobei die Function Z(y) durch 

-C(y) + 2Z(y) + 2|~=0 

bestimmt ist, nimmt die Gruppe, wenn wir erst x mit z, und 
dann z mit y vertauschen, die Form an 



P» q> yP + zq, 2xp-f-yq — 2r. 



ß) Es sei 

qpj = const. 

Wir benutzen wieder ^i als Xj, die gemeinsame Lösung 
von Xif=0, Xaf=0 als y^, und Zi bestimmen wir so, dass 

Xj Zj = 1, Xj Zj = 

wird. Durch Einführung dieser neuen Veränderlichen kommt: 

Xif = r, X2f = p, Xjf ==xr + const. p, 

oder einfacher: 

Xif=r, Xaf=p, X3f = xr. 

Beide für X4f möglichen Annahmen 

X4f = |p + i7q4-Cr, »7 + 0, 

und 

X4f=|p-hCr 

sind nicht zu erfüllen; ^2 = const. ist demnach auszuschliessen. 

C. Xjf = Q . Xjf, -X-jf =^ ff , Xj!. 

Durch Klammerrelation (XiX3) = erhält man 

X,^ = 0. 

p ist verschieden von const, sonst wären X^f u. Xgf nicht 
unabhängig. Diese Function /ö(xyz) benutzen wir als Xi, als yi 
dagegen die zweite von p unabhängige Lösung der Gleichung 
Xif=0, und Zj bestimmen wir so, dass 

X, zi = 1 

wird. Xj Yi z, sind unabhängig von einander; führen wir sie 
als neue Veränderliche ein, so kommt: 

Xif=r, Xjf=xr. 
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Für 

liefern die Klammerausdrücke (XiX3) = 0, (X3X3) = X,f 

^ = —1, '7 = '7(xy), C=C(xy). 
X^f = — p -f '7(xy)q -f- C(xy)r. 

Durch Einführung neuer Veränderlicher 

Xi = x, yi=Y(xy), Zi=z4-Z(xy), 



wobei 



dY ÖY_ dZ dz 



ist, erhalten wir zunächst 

X,f=r, X2f = xr, X3f= — p. 

Die infinitesimale Transformation X4f sei durch keine 
lineare Relation mit X^f, Xaf verbunden, sondern habe die 
Form 

«) X4f = $,p + j?,qH-rir, J7i4--0. 

Vermöge der Klammerausdrücke wird 

^i=x, ,7, = jy,(y), ri = 2z — x2 + Ci(y), 

X,f = xp + ^, (y)q + (2z - x* 4- ?, (y))r. 

Durch Einführung neuer Veränderlicher 

Xi = x, y, =Y(y), Zi = z + Z(y), 



wobei 



"|7 = 1' f.+^-H-2Z(y) = 



ist, erhalten wir nach Vertauschung von x mit z die Gruppe 



p, zp, — r, (2x— z2)p + q+zr. 



ß) Setzen wir 

X4f=lip4-Cir, also >7i=0, 

so erhalten wir offenbar die Gruppe 

p, zp, — r, (2x — z«) p + zr, 
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oder wenn wir z mit y vertauschen, folgende Gruppe der 
Ebene (xy) 



P» yP» — q. (2x — y3)p-|-yq. 



y) Die Annahmen 

X2 f = Q . Xj I, X3 f = ff . Xj f 

und noch mehr die folgenden 

X2 f = ^ . Xj f, X3 i= ff . Xj f, X4 f = 7 . Xj f 
führen zu Widersprüchen. 

XI. (X,X,) = 0, (X,X3) = 0, (X2X3) = Xif, (XiX,) = cXif, 
(X3X,) = X,f, (X3X,) = (c-l)X3f. c + 1. 

A. /iiXif 4-^jfX2f-|-^3X3f + 0, ^.=/i.(xyz). 
Xj f = qpi Xj f 4- <jr2^2 ^ H~ 9*3 -^3 f« 
Die Klammerrelationen liefern 

Xi9>i = c, Xi qp2 = 0, Xi qr3 = 0, 

X2 qpi = — 9)3, Xj qp.j = 1, Xjqpa = 0, 

^s^i = <jP2> X3qP2 = 0, Xj^^a = c — 1. 

c 
J= _<^3 1 

7^2 c — 1 

Wir sehen hieraus, wegen c + 1, dass ^1, ^3, ^3 sicher 
keine Constanten sind und wollen zunächst voraussetzen, dass 
sie durch keine Relation gebunden sind. 

«) <r3 + w(qpayi)j c + 0. 

Sicher sind ^^ u. y?t durch keine Relation gebunden, denn 
sonst müsste 

^2 = 

sein, was der Gleichung 

Xj y 2 ^^ 1 

widerspricht. Unter der Voraussetzung a) können wir dem- 
nach ^1 = Xj, ^3 = yi, ^3 = Zi als neue Veränderliche einführen 
und erhalten: 

X,f=cp, X2f= — zp-hq, X3f=yp + (c — l)r, 
X4f = c'Xp -f- yq -h {^' — l)zr. 



= c (c — 1). 
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X __ y __ z 



Wir führen x. = — , y, = - - , z = — — , als neue Verän- 
derliche ein und erhalten die Gruppe 



1 1 c 

p, zp + — q, ypH r, cxp4-yq + (l — c)zr. 



Wir nehmen an 

Zunächst können wir wieder ^i als Xj, ^g ^Is yj benutzen, 
während Zi so bestimmt werden kann, dass 

XiZ| = l, X3Zi=x„ X3Zi=yi 

wird. Zi ist sicher durch keine Relation mit yi u. Xj verbunden, 

denn gesetzt, es sei 

zi = ^(xiyi), 
so würde folgen 

Xi(zi-^(x,y,)) = 0, 1 = 

was widersinnig ist. Unter Einführung von Xi, yj, Zj als neuer 
Veränderlicher kommt 

Xif = r, Xaf=— y,p + q+yr, X3f=yp-t-yr, 
X4f = yq -f- (x -h y . yj + y») r. 

Die Function ^3 also hat folgende Gleichungen zu erfüllen : 

Hieraus ergiebt sich 

öx y ' öy y ' öz 

y3 = (« — x).y~~^ 
Die Transformationen lauten demnach 

X, f = r, Xjf = (x — «)y" ^ p + q + yr, Xjf = yp + yr, 

X4f=yq + (y'4-a)r. 
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Anstatt X4f können wir benutzen 

X;f=X,f-«Xif=yq+y«r. 

Führen wir schliesslich x — a als Xj ein und vertauschen 
noch Xi mit Zj, so erhält die Gruppe die Form 



p» yp + q + zy ^r» yp + yr, y^p + yq- 



B. ^iXjf -1-^2^2^ + 0, X3f=yiXif + ygXjf. 

Die Klammerrelationen liefern 

Xi qp, = 0, Xi y, = 0, 

Xj qPi = 1, Xj ^2 ^^^ ^* 

^1 ist also keine Constante; dasselbe wollen wii' zunächst 
von ^2 annehmen. 

«) qpg =}= const. 

Nach Fall X. B. a) können wir erreichen, dass 

Xif=r, X3f=p, X3f = yp + xr 

wird. X4f sei zunächst durch keine lineare Relation mit Xjf. 
u. Xjjf verbunden, sondern habe die allgemeine Form 

Die Klammerrelationen liefern 

| = x, ^ = (2-c)y, C=cz-hC(y), 
X^f = xp + (2 - c)y + (cz + C(y))r. 

Durch Einftlhrung neuer Veränderlicher 

Xi=x, y, =y, Zi=z + Z(y), 



wobei 



(2-c)y|| + C(y)-cZ(y)==0 



ist, erhalten wir nach Vertauschung von z mit y, und dann 
von y mit x die Gruppe 



P» q» yP + zq> cxp4-yq + (2— c)zr. 



a^) X4f habe die Form 
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Wir haben demnach im Falle «a) 

;7 = (2-c)y = 0, c = 2 

ZU setzen, d. h. nur wenn c = 2 ist, ist X4f durch eine lineare 
Relation mit Xjf u. Xgf verbunden. Da aber c alle Werte 
ausser c = l annehmen kann, so ist dieser Fall «b in Fall «^ 
mit enthalten. 
ß) Es sei 

<f>2 = const. 

Nach Fall X. B. ß) können wir setzen 

Xif==r, Xjf=p, X3f = xr. 

Für 

ergeben die Klammerausdrücke 

I == X, J7 = i/(y), t = cz -f- C(y), 
X,f = xp -+- ,7(y)q -h (cz + C(y))r. 

Bei der Variabeinänderung 

xi = X, y, = Y(y), Zi = z + Z(y), 
wobei 

,(y)|^--=l, C(y)-l->7(y)|y-cZ(y) = 

ist, erhält die Gruppe unter Vertauschung von z mit y, und 
dann von y mit x die Form 



p, q, yp, cxpH-yq + r. 



ß^) Setzen wir 

X4f = |p + Cr, 

so ist in Fall ß^ die willkürliche Function 

'?(y) = o 

anzunehmen, wir erhalten also die Gruppe 



p, q, yp, cxp+yq. 



Wir haben also nur eine Gruppe der Ebene (xy) erhalten. 



Für 
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C. X3 1 = Q . Xj f. 

«) Xgf = ^ . Xi f, Xsf + ff . X2f. 

Nach X C. können wir annehmen 

Xif=r, X2f = xr, X3f= — p. 

X4f=|p-hi7q4-Cr, V^O 



erhalten wir durch Berechnung der Klammerausdrücke 

| = (c — l)x, v = *i(y)y f=cz + l(y), 

X^f = (c - l)x + i7(y)q + (cz 4- C(y))r. 

Durch eine passende Variabeinänderung 



wobei 



Xi=x, yi = Y(y), Zi = z + Z(y), 



^1^ = 1, ^l?^ + C-cZ(y) = 



öy 



öy 



ist, und unter Vertauschung von x mit z erhalten wir folgende 
Gruppe 



p, zp, — r, cxp + q + (c — l)zr. 



«b) Soll 



XJ = $p + fr 



sein, so haben wir in Fall aj die willkürliche Function 

'7(y)=o 

zu setzen, wir erhalten offenbar folgende Gruppe (der Ebene (xy)) 



P» yPi — qi cxp + (c — l)yq. 



ß) Die beiden noch möglichen Annahmen 

Xj f ^ Q , Xj f, X3 f = o . Xj f 



und 



Xj f = ip . Xi f, Xj f = ff . Xi f, X4 f = r . Xj f 
sind nicht zu erfüllen. 



K. 
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xn. (x,x,)=o, (x,X3)=o, (x,X3)=x,f, (x,x,)=x,f, 

(X,X,) = X,f, (X,X,) = 0. 

Diese Zusammensetzungen werden mit denen des Falles XI 
identisch, wenn wir dort c =?= 1 setzen. Wie die Rechnung 
bestätigt, kann man die Resultate von XI mit Ausnahme des 
Falles A), den wir besonders berechnen mtlssen, benutzen und 
die entsprechenden Gruppen des Falles XII hinschreiben, wenn 
man in Fall XI c = 1 setzt. 

A. ^iXifH-zUaXaf H-^aXjf + 0, ^j=^j(xyz). 

Die Klammerrelationen liefern 

Xi tpi = 1, Xi ya = 0, Xi qp3 = 0, 

Xj^i = — ysj Xa ^j = 1, Xa9»8 = 0, 
Xj ff>i == «jpj, X3 ^a = Ö, X3 ^3 = 0. 

Hieraus folgt unmittelbar 

^3 = const., 

denn die 3 partiellen Differentialgleichungen Xif = 0, Xaf=0, 
Xgf =0 können in x, y, z keine gemeinsame Lösung besitzen. 
Ausserdem sind ^2 ^' ^1» die sicher keine Constanten sind, 
durch keine Relation verbunden. Denn gesetzt es sei 



I 



so müsste sein 



Xi (<jpa — ^(^i)) = Xi (jpa — »'^^ Xi 9)1 = ^J,^ = -^ = 0, 7:3 = const., 

was aber im Widerspruche ist mit 

Xa^a ^^ !• 

Wir können daher ^i als Xj, ^2 als y^ benutzen; Zj lässt 
sich so bestimmen, dass 

Xj Zi = 0, XaZj = 0, X3 Zj = 1 

wird. Dabei ist Zi durch keine Relation mit Xi, ji verbunden. 
Unter Benutzung dieser neuen Veränderlichen kommt 

Xi f = p, Xjf = — const. p + q, Xgf = y p + r, 
X^f = xp + yq 4- const. r. 
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Anstatt Xof benutzen wir 



X3' f = X3 f + const. Xi f = q. 



Wir haben somit die Gruppe 



Pj q» yP + r, xp + yq-f-xr. 



Ist X + 0, so ist es wesentlich. Für x = haben wir 



P» q» yP + r, xp + yq. 



B. Wir erhalten folgende Gruppen 



P» q» yP + ^q» xp + yq + zr. 



P» q^ yP» xp + yq + r. 



Pj q> yp» xp4-yq. 



Transformationen der Ebene (xy). 



C. 



p, zp, — r, xp + q, 



p» yp> — q» xp. 



Transformationen der Ebene (xy). 



xni. (x,x,) = o, (XiX3)==:0, {x,x,)=x,f, (x^x,)=xj, 

(X2X,) = 0, (X3X,) = 0. 

A. /uiXif -h /u^X^f -\- fÄzX^f z^ 0, ^.=^.(xyz). 
X4 f = qpi Xj f -f- y2X2f + ysXsf. 

Durch Combination erhalten wir 

Xj qpi = 1, Xj 9)2 = 0, Xi qpg = 0, 
X2 qpj = 0, X2qP2 = — qPa, X293 = 0, 

^39^1 =0, Xjqt2= 9>2> X3y3 = 0. 

Hiernach ist sicher 

^j = ^j(xyz) =j= const. 

Zugleich ist von vornherein ausgeschlossen, dass 

yjj = const. 4= 
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sein kann. Wohl aber kann 



q>2 



= 



1 








9z 





g>2 



sein, und dann ist wegen X2^2 = — ^s auch 

93 = 
Wir haben deshalb mehrere Fällen zu unterscheiden. 

Wegen X25P2 = — ^ ist f?2 = f?j,(xyz) +0, ausserdem sind 
Y>i u. ^2 durch keine Relation gebunden. Denn gesetzt 

so müssten die zweireihigen Determinanten der Matrix 



M = 



sämtlich verschwinden, d. h. es müsste sein 

was wir ja eben ausgeschlossen haben. Bestimmen wir dann 
noch eine Function Zi(xyz) so, dass 

XjZi=0, X2Zi=0, X3Zi = l 

wird, so können wir Xi, yj, Zj als neue Veränderliche einführen 
und erhalten 

Xif = p, X2f= — xq, X3f=yq-hr, X4f=xp + xr. 

Anstatt X2f benutzen wir 

Xo'f= Xof = q. 

Unsre Gruppe hat also die Form 



p» q» yq + r, xp-hxr. 



Die Constante x ist wesentlich. 

ß) 98 = 3^ = 0. 

In diesem Falle haben wir noch zwei Möglichkeiten. 
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ßj 9»j = ö, /»b) <)P9 = 98 (x y z) + 0. 

Die Function 91 benutzen wir als Xi, während wir yj u. z^ 
so bestimmen können, dass 

Xiyi = 0, X,yi = 0, X3yi = l. 

XjZi=0, XjZj := 1, X3Zi = Zj. 

wird. Unter diesen Voraussetzungen sind Xj, yj, Zj durch keine 
Relation gebunden. Führen wir sie als neue Veränderliche 
ein, so erhalten wir, wenn noch y^ mit Zi vertauscht wird, die 
Gruppe 

p» q^ yq + r, xp. 

Diese Gruppe ist aber in Fall a enthalten, wenn wir dort 
für X den Wert x = mit zulassen. 

ßb) <3Pa = y8(xyz) +0. 

Wir benutzen ^i als Xj, ^2 als ju ^1 dagegen bestimmen 
wir so, dass 

Xi Zi = 0, XaZj = 1, Xj Zi = z, 

wird. Zi ist durch keine Relation mit x^ y^ verbunden, denn 
gesetzt es sei: 

zi = ^(xiy,), 



SO müsste die Determinante 



J = 



1 
10 

zi yi 



= yi = Va 



verschwinden, was wir aber ausgeschlossen haben. Durch Ein- 
führung dieser Functionen Xj, yi, Zj als neuer Veränderlicher 
erhalten wir, wenn schliesslich noch z mit y vertauscht wird, 
die Gruppe 



P» q> yq + zr, xp + zq. 



B. ^iXjf + ^jXjf + 0, Xsf: 
Die Klammerausdrücke (X^Xg) 

Xj <pi == 0, Xi 92 

X29i=0, X29J 



qpj Xi f -f- ^2 ^a ' • 

' , (Xj Xg) = Xg f ücf cm 



= 0, 

=1. 
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^2 ist also sicher keine Constante, dasselbe sei mit ^i der 
Fall, also 

a) tpi 4= const. 

Unter dieser Voraussetzung sind ^ , u. ^g durch keine 
Relation mit einander verbunden; wir führen ^i = Xi, ^2 = yi> 

Zi = Zi(xyz), wobei Zi bestimmt ist durch 

Xi Zj = 1, Xj Zj = 0, 
als neue Veränderliche ein, und erhalten 

Xif=r, X3f=q, X3f = xr + yq. 

Für 
liefern die Klammerausdrücke 

| = x, v = 0, C=z-4-C(x), 
X4f=xp-4-(z + C(x))r. 

Durch Einführung neuer Veränderlicher 

xi = x, yi=y, Zi = z + Z(x), 



wobei 



x||H-f(x)-Z(x) = 



ist, erhalten wir, wenn schliesslich noch Zj mit Xi vertauscht 
wird, die Gruppe 



p, q, zp-f-yq, xp + zr. 



ß) Es sei 

(jpi = const. 

Wir benutzen ^a äIs yi, die gemeinsame Lösung von 
Xif = 0, X3f=0 als Xj, Zj bestimmen wir wieder wie vorhin, 
so dass 

XiZi = l, X2Zi = 

wird. Durch Einführung dieser Functionen Xi yj Zi als neuer 
Veränderlicher erhalten wir 

Xif=r, X3f=q, X3f= const. r -h yq. 
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Anstatt Xgf benutzen wir einfacher 

X3' f = Xgf — const. Xi f = y q. 

ß^) X^f sei zunächst durch keine lineare Relation mit 
Xjf u. Xgf verbunden, sondern habe die allgemeine Form 

X4f=lp + »/q-hCr, 1 + 0. 

Die Klammerrelationen ergeben 

| = Kx), ^ = 0, C=z-f-C(x), 
X,f = |(x)p-f-(z + C(x))r. 

Durch die Variabeinänderung 

xi = x, yi = y, Zi = z-hZ(x), 
wo 

l(x)||-+C(x)-Z(x) = 
ist, erhalten wir nach Vertauschung von z mit x die Gruppe : 



p» q» yq» xp + r. 



Verlangen wir dagegen 
SO erhalten wir oflPenbar die Gruppe (der Ebene xy) 



p> q» yq. xp. 



C. X3f==^.Xjf. 
«) X2f=^.Xif, Xsf + ö'.Xjf. 
Nach früher können wir zunächst annehmen 

Xif=r, X2f=xr. 

Für 

liefern die Klammerausdrücke 

| = — X, ,7 = jy(xy), C=C(xy). 
Xjf = — xp 4- »?(xy)q 4- C(xy)r. 
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Veimöge einer passenden Variabelnänderong 

xi=x, yi = Y(xy), z, =z + Z(iy), 



0, 



wobei 

dY dY 

,^ dz dz . 

ist, geht Xgf über in 

Xsf= — xp. 

a^) X^f sei zunächst durch keine lineare Kelation mit 
Xjf u. Xjf verbunden, sondern habe die allgemeine Form 

Die Klammerausdrücke ergeben 

l = x, n = n(j\ C=z + C(y), 

X^f = xp + .;(y)q + (z + C(y))r. 

Führen wir neue Veränderliche ein 

xi=x, y,=Y(y), Zi=z + Z(y), 



wobei 



'l7=i' fH-'|f-z(y)=o 



ist, und vertauschen schliesslich Zi mit Xi, so haben wir die 
Gruppe 



p, zp, — zr, xp-l-q-l-zr. 



«b) Verlangen wir 

X4f=|p + Cr, 

so haben wir in Fall a^ die willkürliche Function 

7(y) = 

zu setzen, und erhalten offenbar nach Vertauschung von z mit y 
die folgende Gruppe der Ebene (xy) 



p> yp» — yq» xp + yq. 
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ß) Die Annahmen 

X2 1 = Q . Xj f, X3 f = (f . Xj f 

und 

X2f=^.Xif, Xjf = cr.Xif, X4f=T.Xif 

führen zu den Forderungen 

und Bind deshalb unmöglich. 

Hiermit sind alle yiergliedrigen integrabeln Gruppen des 
Raumes (xyz) ohne dreigliedrige Involutionsgruppe bestimmt. 



3. Abschnitt. 



Bestimmung aller nicht-integrabeln viergliedrigen Gruppen 
des Raumes (xyz) 

Nach Lie, Contin. Gruppen S. 577, haben wir hier nur 
einen Typus von Zusammensetzungen. „Jede nieht-integrable 
viergliedrige Gruppe lässt sich durch passende Auswahl ihrer 
infinitesimalen Transformationen Xjf, Xgf, Xsf, X^f auf eine 
solche Form bringen, dass 

iX,X,) = X,f, (X,X,) = 2X,f, (X,X,) = X,f, 
(X,X,) = {X,X,) = (X,X,) = 
wird." 

A. ^iXjf + ^3X2f4-^3X3f =1= 0, /i. = ^.(xyz). 

Lie hat gezeigt, dass man in diesem Falle durch passende 
Einführung neuer Veränderlicher die drei Transformationen 
Xjf, Xgf, Xsf z. B. auf folgende Formen bringen kann: 

Xif=q + xr, X3f = yq+zr, Xgf =(xy — z)p + y^q + yzr. 

Diese drei infinites. Transformationen bilden eine drei- 
gliedrige projective Gruppe, die einfach transitiv ist und, wie 

die Formel 

1 X 



y z 

^y — z y2 yz 



= — (xy — z) 



,3 



lehrt, die Fläche zweiten Grades 

xy — z = 
invariant lässt. Die Aufgabe verlangt, eine vierte Transformation 

ZU berechnen, die mit Xif, Xgf, Xgf vertauschbar ist. Die 
Transformation aber, die diese Bedingung erfüllt, ist die all- 
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gemeine infinitesimale Transformation Yf der zu Xjf, Xgf, Xgf 
reeiproken einfach transitiven Gruppe*) 

Y,f = p-f-yr, Y2f=xp + zr, Y3f=x*p + (xy — z)q 4-xzr. 

Unsre gesuchte Transformation X4f hat also die Form 

X4f = (e^ -f- e^x + e3x)2p -h 63 (xy — z)q -f- (ciy -h e^z + e3xz)r. 

Wir müssen nun versuchen, die Constanten Cj, e^i Ca zu 
specialisieren und bemerken dazu folgendes: 

Führen wir vermöge einer endlichen Transformation der 
eingliedrigen Gruppe X^f, die offenbar die Form hat 

x, = xi(xyz abc), jx = yi(xyz abc), Zj = z, (xya abc) 

neue Veränderliche in Xjf, Xgf, Xaf ein, so bleiben, eben weil 
ja Xjf, Xgf, Xsf mit X4f vertauschbar sind, die Formen von 
X,f, Xgf, Xgf bewahrt. X4f selbst, das ja die Form 

X4f=ejY,f+e2Y,f+e3Y3f 
hat, geht etwa über in 

X4'f=*,Y,f+*2Y2f+f3Y3f 

geschrieben in Xj, yj, z^. Dabei werden sich die e^ als Func- 
tionen der Ci und der Parameter a, b, c ausdrücken 

*i = 'i(®iÖ2®3 ^l^^X «3 = ejC^i 62Ö3 8,bc), f3 = f8(ei 6^63 abc). 

Diese Transformationen bilden bekanntlich die zu Y,f, Ygf, Ygf 
adjungierte Gruppe. Durch passende Wahl der Parameter a, b, c 
wird es uns möglich sein, die e^ zu specialisieren, und wir 
haben dabei zwei Fälle zu unterscheiden, nämlich je nachdem 

1. e^^ — 4ei 63 = 0, 2. ej' — 4ei 63 + 0. 

*) Lio, Vorlesungen über Cont. Gnippen, S. 444, Theorem 31. 
,Sind X, f, . . . X^f unabhängige infinitesimale Transformationen einer ein- 
fach transitiven Gruppe in den n Veränderlichen x^ . . . x^^, so definieren 
die n Gleichungen (X.U) ueO die allgemeine infinitesimale Transformation Uf 
einer zweiten einfach transitiven Gruppe Uj f . . ü^j f, die mit der Gruppe 
Xif . . . Xjjf gleichzusammengesetzt und ähnlich ist. Die Beziehung zwischen 
diesen beiden Gruppen ist eine umkehrbare: jede der beiden Gruppen 
besteht aus dem Inbegriff aller eingliedrigen Gruppen, deren Transforma- 
tionen mit jeder Transfomiation der anderen Gruppe vertauschbar sind.** 
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Diese zwei Fälle unterscheiden wir aus folgendem Grunde: 
Während Xif, X^f, Xgf die auf der Fläche xy — z = eine 
einfach unendliche Mannigfaltigkeit bildenden Geraden x = 
const. einzeln invariant lassen, vertauscht X4f diese Geraden 
untereinander veimöge der projectiven infinitesimalen Trans- 
formation _ 

X^f = (ej + 62x4- e,x')p. 

Bei jeder bestimmten Transformation X4f bleiben nun ent- 
weder eine doppeltzählende Gerade x = c; oder aber zwei 
verschiedene Geraden x = Cj, x = Cg invariant, je nachdem der 
1. oder 2. Fall eintritt. Es ist aber bekannt, dass alle infini- 
tesimalen Transformationen ejp-^- Cgxp + CaX^p mit einander 
gleichberechtigt sind, für die e^^ — 4eie3 = 0, und ebenso alle 
anderen, für die e^^ — 4eie3 + 0. 

Um die endlichen Transformationen der eingliedrigen 
Gruppe X^f zu finden, müssten wir das simultane System 

dX| ^ dji dz^ _^^ 

öi -H öa^i + 63X1» ea(xiyi — Zi) eiy, + ejZi -f- 63X1 Zj 

integrieren mit der Anfangsbedingung Xj = x, yi = y, Zi = z 
für t = 0. Da aber diese Integration durch endliche geschlos- 
sene Ausdrücke ziemliche Schwierigkeiten darbietet, verfahren 
wir folgendermassen: Es soll ja nach Einführung der neuen 
Veränderlichen Xj, y^, Zj in Xjf, Xgf, Xgf sein: 

q-t-xr = qi4-Xiri, 
yq-|-zr = yiqi-l-ziri. 
(xy — z)p + y^q -f- yzr = (xiyi — z,)pi H- yi'qi -f- yiZiTj, 

Führt man links wirklich x^, yj, z^ als neue Veränder- 
liche ein, so ergeben sich neun Gleichungen für die Ableitungen 
von Xi, yi, Zi nach x, y, z. Lösen wir nach diesen Ableitungen 
auf, so erhalten wir folgende Werte: 



dxi Xiy, zi 
dx xy — z ' 


dj "' 


öz "' 


öyi yi (yi y) 


^yi xy, — z 


öyi y — yi 


dx xy — z ' 


dj xy — z ' 


dz xy — z 


özi _zi(yi — y) 

dx xy-*-z ' 


dZi XZ| — ZXj 

öy xy — z * 


ÖZ| _ Xjy — z, 
dz xy — z 
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Durch einfache Integrationen erhalten wir 

a-t-bx y — cz ay-f-bz 

""'^T^^^ y^^-J^r^' '^=l^r^* 

Führen wir diese Functionen als neue Veränderliche ein, 
so behalten Xjf, Xgf, X^f ihre Form bei. Führen wir Xj yi Zj 
auch in X4f ein, und ersetzen die noch vorkommenden Grössen 
xyz durch ihre Werte 

^_ X,— a byt + czi ^ ^ z, — ay, 

b+cxj' ^ b + cx, ' b + exi ' 

SO erhalten wir durch Vergleich: 

«i=(eib2 — e3ab + e3a3):(ac + b) , ^ ^ r. 

— J = ac + b. +0 
«2 = (2eibc ■+■ ea(b — ac) — 2ae3) : (ac -f- b) 

«8 = (^1 c* 4- ejc + ej) : (ac + b). 

J + 0, weil sonst Xj, yj, Zj nicht nach x, y, z auflösbar wären 
und also keine wirkliche Transformationen darstellten. Zu- 
nächst können wir immer erreichen, dass £3 verschwindet, indem 
wir setzen 

— eadbKeg'— 46163 
c= ^^ , *3 = 0. 

1. Setzen wir zunächst 

D'~ 62« — 46163 = 0, 

c = — 62 : 26j, 61 + 0, 
SO erhalten wir 

«j(ac4- b) = 2eibc + e2(b — ac) — 2a63 = 0, *3 = 0, 
fi = e,(ac + b) 4= 0. 

In diesem Falle reduziert sich also X4'f auf 

i 

X4'f = *i(pH-yr). 
Statt dieses X4'f können wir aber benutzen 

X;'f=fx'4f=p4-yr 
•1 

und erhalten dann folgende Gruppe 



q + xr, yq + zr, (xy — z)p + y^q + yzr, p4-yr. 
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2. Setzen wir voraus 

D» = 622 — 46163 + 0, 



— Ba dz Kea^ — 46, 63 

SO können wir erreichen, dass e^ verschwindet, indem wir setzen 

12 1. f «AI feg dbKe^'' — 4-6,63 1 , n 

eib* — e^ab 4- e3a' = 0, l> = aj-^^ -^ \^ a 4= 0. 

Setzen wir die Werte von b u. c in die Gleichung für e^ 
ein, so kommt 

€i = ± Ke;-* — 46,63 = ± D + 0, 
SO dass X4'f die Form erhält 

X4'f=zbD{xp + zr} 



oder einfacher 



X,"f = -^X4'f = xp + zr. 



Wir haben folgende Gruppe 



q + xr, yq+zr, (xy — z)p -f- y^q 4- yzr, xp + zr. 



B. ^jXif + ^2X2f + 0, Xgf = yiXif + 9^2X2 f- 
Es bestehen folgende Beziehungen 

(X, X3) = (Xi (fi 4- <3P2)Xi f 4- Xj qp2X2f = 2 Xaf, 

(X2X3) = (X2qPi — ^,)Xif 4- X2 9>2X2f =X3f =y.iXif -|- (^^2^2^' 

Hieraus folgt, weil zwischen Xjf u. Xgf keine lineare 
Relation bestehen soll: 

Xi ^1 = — qr2, Xi qpj = 2, 

Hiernach sind fi u. ^2 sicher keine Constanten; sie seien 
zunächst unabhängig von einander 

Unter dieser Voraussetzung können wir f 1 als Xj, ^2 ^^s yi, 
benutzen; Zj dagegen sei die gemeinsame Lösung des zwei- 



— 63 — 

gliedrigen vollständigen Systems Xjf = 0, Xgf = 0, (XjXa) = Xif, 
sodass 

Xj Zj = 0, XjZi = 0. 

Führen wir Xi, yj, Zi als neue Veränderliche ein, so kommt 

Xi f = — yp + 2q, Xjf = 2xp + y q, Xgf = yxp + (2x + y^)q. 

a^) X4f sei durch keine lineare Relation mit Xif, Xgf 
verbunden, sondern habe die Form 

X4f=|p-h^q-+-:r, C + 0. 

Die Klammerrelationen liefern folgende Gleichungen 



1. 



2x-s— + y-Q7: = 0, 



y^ 



dx 



8y 






,.,^- 



dy 



l^^_ 



+ (2x + y')^ = 0, yx-g^+(2x + y')-|^ = 2(f + y,), 



öf 



3. — y^ + 2-ä^ = — ,, 
cx öv 

2x-ö— H-y^:7 = 2|, 



yx -g^ + (2x + y^) -^ = y . 1 4- X . 17. 

Aus den Gleichungen 1. folgt, da die zweireihigen Deter- 
minanten der Matrix 



M = 



-y 2 


J,=4x + yS 


2x y 


^3— y^i5 


yx 2x 4- y* 


J^ xJi 



wegen der Voraussetzung 

*(Ti.9^) = »(xiy)+0 
sämtlich von Null verschieden sind, 



"äx 



= 0, 



dy 



= 0, f=C(2). 
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Die ersten beiden Gleichungen von 2. und 3. liefern 

dx y» + 4x' dj y» + 4x' 

ai^ 4| + y.? ai ^ 2y|-2x»y 

öx y' + 4x ' dy y'-|-4x 

Diese Werte setzen wir in die noch übrigen Gleichungen 
ein und erhalten dabei: 

y.^ + 2| = 0, 

<^i = y H- 4x 4= 0. 

Hieraus folgt wegen Ji + 

1 = 0, 17 = 0. 

X4f hat also die Form 

X,f=C(z)r. 

Bei Einführung neuer Veränderlicher 

xi = x, yi = y, Zi = Z(z), 



wo 

Z(z) 






C(z) 

ist, erhalten wir zunächst die Gruppe in folgender Gestalt: 

— ypH-2q, 2xp-hyq, yxp 4- (y'4- 2x)q, r. 

Vermöge der Transformation 

_ y _ X _ 

erhält diese Gruppe aber die Form 



P -f- xq> xp + 2yq, (x« — y)p + xyq, r. 



Die drei Transformationen 

Xif = p + xq, X,f = xp + 2yq, Xjf = (x« — y)p + xyq 

bilden eine wohl bekannte projective Gruppe der Ebene (xy), 
die den Kegelschnitt 

X» — 2y = 
invariant lässt. 
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«b) X4f sei durch eine lineare Relation mit Xjf, Xjf 
verbunden, also 

Wir bilden die Klammerausdrücke 

(XiX4) = Xi/iXif+Xi/aX3f-+-;ifa(XiX2) = (Xi/, 4-/8)Xif 4-Xi/aX3f =0, 
(X2X4) = X2/iX, f — /i (X1X2) H- XjjjfaXgf = (X,;i^i — /i)Xif + Xa/aXaf = 0, 
(X3X4) = (9)jXif + qpaXsfjjifiXif 4-/8X2f) = (Xi<h — ^Xt^i)^!^-^ (2/i + <ra/2)Xaf =0. 

Hieraus folgt: 

Xi/2 = 0, Xi/i= — /2, Ta/i — 2qp,/a = 0, 
Xj/a = 0, X3/1 = /3, 2/1 -f- <3P3/2 = 0, 

Sollen Xi lind /a von Null verschieden sein, so muss 



sein. Dann folgt weiter 

<3P3 



/i = ^r-/8= 2 



Wir nehmen ^3 als x^, als yi benutzen wir eine solche 
Function yi, dass 

Xiyi=0, X2yi = l 

ist, und schliesslich als z, die Grösse /a, sobald, wie wir vor- 
aussetzen wollen, 

j^3 4= const. 

Unter Einführung dieser von einander unabhängigen Func- 
tionen Xj, yi, Zj als neuer Veränderlicher erhalten wir 

Xif=2p, X2f=xp-|-q, X3f=-2-p-hxq, X4f = zq. 

Führen wir schliesslich noch einmal neue Veränderliche 



em 



so erhält unsre Gruppe die Gestalt 




K. 



Ist andrerseits 
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X2 -- const., 



SO erhalten wir durch analoge Rechnungen die Gruppe 



Pj xpH-^q, x3p-+-xyq, yq. 



ß) Es sei 






d. h. X4f sei durch keine lineare Relation mit Xjf und Xgf 
verbunden. Die Beziehung zwischen ^1, ^2 lautet wie vorhin 

4^1 -f- 9j^ = 0. 

Durch Einführung derselben neuen Veränderlichen wie 
in Fall «^ erhalten wir zunächst 

o 
X' 

Xif=2p, Xaf=xp4-q, X3f=^p4-xyq. 

Für X4f liefern die Klammerrelationen 

1 = 0, 3; = i7(z), C=C(z), 
X4f=^(z)q-h^(z)r. 

Durch Einführung neuer Veränderlicher 

Xi=x, yi = y + Y(z), Zi = z-f-Z(z), 



wobei 



,(z) + C(z)|^ = 0, C(z)|| = l 



ist, geht X4f über in 



X4f = r. 



Führen wir schliesslich nochmals neue Veränderliche ein 



xi^-g-' yi = Köy, zi = z, 



so erhält unsre Gruppe die Form 



p, xp-|--^-q, x'p + xyq, r. 
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0. Xjf = Q . Xj f. 
Die Klammerausdrücke lehren, dass dann zugleich 

X,f=(r.Xif 

ist, und zwar stehen p u. <t in folgender Beziehung 

Aus (XiXa) = Xif folgt zunächst 

Xi^ = l. 

Führen wir die Function p (xyz), die ja sicher keine 
Constante ist, als neues x^ , die beiden von einander unabhän- 
gigen Lösungen der Gleichung Xjf =0 als neues yi, u. neues Zi 
ein, so erhalten wir offenbar 

Xif=p, Xaf=xp, X8f=x'p. 

Für 
ergeben die Klammerrelationen 

1 = 0, «7 = v(zy), f=f(zy), 
X4f=9(zy)q4-C(zy)r. 

Unter Einführung neuer Veränderlicher 

Xi = X, yi = Y(yz), z^ = Z(y z), 

WO 

dz öz ^ 

ist, erhalten wir folgende Gruppe der Ebene (xy) 



p, xp, x'p, q. 



Die letzte Annahme 

Xjf=^.Xif, Xjf=(r.X,f, X4f=T.Xif 
führt zu Widersprüchen. 
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Wir sind Menuit zn Ende und wollen sämtliclie Gruppen 
noch einmal aufschreiben, wobei die Gruppen der Ebene be- 
sonders vermerkt werden mögen. 

I. (X,X,) = 0, (X,X,) = 0, (X,X,) = 0, (X,X4) = aX,f, 
(X,X,) = /SX,f, (X,X4) = yX,f. 





p, q, r, «xp-t-zJyq-f-yzr. 








ß-r 
p, q, zp + z" ''q, axp + /9yq+(a y)zr. 


- 




- 


p, q, zp, axp4-/Jyq + (a — y)zr; 




p, zp, yp, axp4- (a— y)yq-4-(a— Äzr. 










a-r 
P> yP> t ^Vy «xp + (a Äyq. 





n. (x,x,)=o, (XiX^=o, (x,x,)=o, (x,X4)=«x,f, 

(Xs,X«) = /jX,f, (X,X4) = X,f4-/SX,f. 





p, q, r, axp + (/Jy+z)q + /?zr. 








T» n 


2 


/J)r. 


P> 4> 


° P ' A ^ "' «xpj'/yyq i- ^cf 










p, q, zq, axp + /»yq — r. 










p, zp, q, («x4-yz)p-|-i8yq4-(a— i8)zr. 






p, zp, yp, «xp-f-((a — ^)y — z)q+(a — iS)zr. 




k 






y 





in. (X,x,)=o, (x,x,)=o, (X,x,)=o, (x.x«)=o, 

(X,X,) = 0, (X,XJ=X,f. 



p, q, r, zq. 
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p, zp, q, yzp4->7(z)q. 



jy(z) willkürlich. 



P, zp> ypj — zq- 



IV. (X,X,)-0, (X,X3) = 0, (X,X,) = 0, (XiX4) = «Xif, 
(X2X4) = aX2f, (X3X4) = Xjf -f- aXsf. 



p, q, r, a(xp + yqH-zr)4-zq. 



p, q, zq, a(xp -f- yq) — n 



Pv zp» q> («x4-yz)p+ayq. 



p, zp, yp, «xp — zq. 



V. (X,X,) = 0, (X,X,) = 0, (X,X,) = 0, (X,X4)=:Xif, 
(X,X,) = Xif + X,f, (X3X4) = X,f+X3f. 



P» q» r, (x4-y)p-f-(yH-z)q-hzr. 



p» q» -^— p + zq> (x + y)p + yq — r. 



P) zp» q» (x + yz)p4-yq — r. 



p, zp, yp, xp — zq — r. 



p> yp» -^P» xp — q. 



VI. (XiX,) = (X,X,) = (X,X,) = (X,X4) = (X,X,) = (X,X,) = 0. 



P» q» zp4-5(z)q, li(z)p + «7,(z)q. 



^(z) willkürlich, fi(z), 51 (z) willkürlich, aber nicht beide 

zugleich = const. 



P» q» zq, |(z)pH-J7(z)q. 



f(z), J7(z) willkürlich, aber nicht beide zugleich = const. 
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p, zp, yp» C(yz)p. 



C(yz) willkürlich, + const. 



p> yp» ^(y)p» ^(y)p. 



^(y) + V(y) + const. 

VIL (XiX,) = 0, (X,X,) = 0, (XaX3) = 0, (XiX,) = X,f, 

(XÄ) = X,f, (X,X,) = X3f. 



p, q, r, xp + yq4-zr. 



p, q, zpH-V'(z)q, xp+yq. 



fp{z) willkürlich. 



p, q, zp, xp + yq. 



p, zp, yp, xp. 



p, zq, ^(z)p, xp + q. 



^(z) willkürlich, + const. 



p» yp? C(y)p, xp. 



C(y) willkürlich, + const. 

vm. (XiX8)=o, (XiX3)=o, (x,X3)=o, (XiX4)=o, 

(XA)=Xif, (X3X.)=x,f. 





P> q» r, yp + zq. 










2' _L 










p, zp, q, yzp — r. 












p> zp» yp» (zq + r). 










y' 

p» yp. 2 P' ^' 





.1 
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IX. (X,X,) = 0, (X,X,) = 0, (X,X,)=0, (X,X,) = «X,f, 

(XjX4) = aX,^ (X,X4) = yX,f. 



p, q, r, a(xp + yq)4-yzr. 




■ 


p, q, zp + xzq, a(xpH-yq4-zr) — yzr. 


x + 0, n^ 


p, q, zp, «(xp+yq + zr) — yzr. 










p, zp, q, «xp+yyq. 










p, zp, yp, a(xp-f-yq) — yyq. 



X. (X,X,)=0, (X,X3) = 0, (X,X3) = X,f, (X,X,) = 2X,f, 
(XaX4) = X,f, (X,X^ = 2X,f4-X3f. 



p, — -2^pH-q, -^p + 2q-+-r, 2xp-f-(y 4-2z)q + zr. 



P» q> yP + zq> 2xp + yq— 2r. 


• 


p, zp, — r, (2x— z')p + q4-zr. 










p. yp. q. (2x y*)p + yq. 





XI. (X,X,) = 0, (X,X,) = 0, (X,X,) = X,f, (X,X,) = cX.f, 
(X,X,)=X,f, (X,X,) = (c-l)X,f, c + 1. 



\ \ c 

Pj ZP+ ^5 q» yP+ ^ r, cxp4-yq + (l — c)r. 










P> yp + q + y ^^^^i yp + yr, y'p-f yq. 










P> q» yp-f-zq» cxpH-yq + (2— c)zr. 




P» q, yp, cxp + yq-f-r. 










p, q, yp, cxp-hyq. 
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p, zp,' — r, cxp-f-q + (c— l)zr. 










P? yp. — q. cxp + (c l)yq. 





XII. (X,X,) = 0, (X,X,) = 0, (X,X,) = X,f, (X,X,) = X,f, 

(X,X4) = X,f, (X,X«) = 0. 



P> q» yP + r, xp4-yq4-xr. 




X 




Pj q» yP + r, xp-hyq. 






P> q. yP + zq» xp + yq + zr. 








P, q» yp» xp + yq-+-r. 










Vj q» yp> 3tp4-yq. 












P» zpj — r, xp-*-q. 










• 




p> ypj q» 3tp. 





X + 0, wesentlich. 



xm. (x,x,)=o, (X,x,)=o, (x,X3)=x,f, (x,x,)=Xif, 

(X,X4) = 0, (X,X,) = 0. 



p» q» yq + r, xp + xr. 



X + 0, wesentlich. 



P» q> yq-+-zr> xp + zq. 



p» q» yq + r, xp. 



p, q, zp-f-yq, xp 4- zr. 



p> qi yq» xp-t-r. 



p» q» yq? xp. 
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p, zp, — zr, xp + q-+-zr. 



p> yp> —yq, ^p + yq. 



XIV. (X,X,) = Xif, (XiX3) = 2X,f, (X,X,) = X3f, 
(X,X,) = (X,X,) = (X,X4) = 0. 

q-f-xr, yq + zr, (xy — z)p + y'q 4- yzr, p-f-yr. 
q+xr, yq + zr, (xy — z)p -f-y»q+ yzr, xp + zr. 



p + xq, xp + 2yq, (x* — y)p + xyq, r. 



P> 3tp4--|-q, x>p-+-xyq, yzq. 



P> xp+-|-q, x'p + xyq, yq. 



P» xp+-|-q, x^p + xyq, r. 



P, 3t p, x8p, q. 
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